Google 



This is a digital copy ofa bix>k lhal was preserved for gcncralions on library sIil-Ivl-s before il was carefully scanncd by Google as pari of a projeel 

to makc the world's books discovcrable online. 

Il has survived long enough Tor llie Copyright lo expire and the book to enter the public domain. A public domain book is one that was never subjeel 

to Copyright or whose legal Copyright terni has expired. Whether a book is in the public domain niay vary country tocountry. Public domain books 

are our gateways to the past. representing a wealth of hislory. eulture and knowledge that 's oflen diflicull to discover. 

Marks, notations and other marginalia present in the original volume will appear in this lile - a reminder of this book's long journey from the 

publisher to a library and linally to you. 

Usage guidelines 

Google is proud to partner with libraries lo digili/e public domain malerials and make ihem widely accessible. Public domain books belong to the 
public and we are merely their cuslodians. Neverlheless. this work is expensive. so in order to keep providing this resource. we have taken Steps to 
prevenl abuse by commercial parlics. iiicludmg placmg lechnical reslriclions on aulomaled uuerying. 
We also ask that you: 

+ Make non -commercial u.se of the fites We designed Google Book Search for use by individuals. and we reuuest that you usc these files for 
personal, non-commercial purposes. 

+ Refrain from mttoimited qu erring Do not send aulomaled uueries of any sorl to Google's System: IC you are condueting research on machine 
translation. optical character recognition or other areas where access to a large amount of texl is helpful. please conlact us. We encourage the 
use of public domain malerials for these purposes and may bc able to help. 

+ Maintain attribution The Google "walermark" you see on each lile is essenlial for informing people aboul this projeel and hclping them lind 
additional malerials ihrough Google Book Search. Please do not remove it. 

+ Keep it legal Whatever your use, remember thai you are responsable for ensuring that whal you are doing is legal. Do not assume that just 
because we believe a b<x>k is in the public domain for users in the Uniled Staics. thai the work is also in ihc public domain for users in other 

counlries. Whelher a book is slill in Copyright varies from counlry lo counlry. and we can'l offer guidance on whelher any specific use of 
any specific book is allowed. Please do not assume thai a book's appearance in Google Book Search mcans il can bc used in any manncr 
anywhere in the world. Copyrighl infringemenl liabilily can bc quite severe. 

Almut Google Book Search 

Google 's mission is lo organize the world's information and to make it universal ly accessible and useful. Google Book Search helps readers 
discover llie world's books while liclping aulliors and publishers reach new audiences. You can searcli through llic lull lexl of this book on llic web 
at |http : //books . qooqle . com/| 



Google 



Über dieses Buch 

Dies ist ein JisziULk-s Exemplar eines Buches, das seil Generalionen in den Regalen der Bibliotheken aufbewahrt wurde, bevor es von Google im 
Rahmen eines Projekts, mit dem die Biieher dieser Well online verfügbar gemacht werden sollen, sorgfältig geseannt wurde. 

Das Buch hat das Urheberrecht überdauert und kann nun öffentlich zugänglich gemacht werden. Ein öffentlich zugängliches Buch ist ein Buch, 
das niemals Urheberrechten unterlag oder bei dem die Schutzfrist des Urheberrechts abgelaufen ist. Ob ein Buch öffentlich zugänglich isi. kann 
von Land zu Land unterschiedlich sein. Öffentlich zugängliche Bücher sind unser Tor zur Vergangenheil und stellen ein geschichtliches, kulturelles 
und wissenschaftliches Vermögen dar, das häufig nur schwierig zu entdecken ist. 

Gebrauchsspuren. Anmerkungen und andere Randbemerkungen, die im Original band enthalten sind, linden sich auch in dieser Datei - eine Erin- 
nerung an die lange Reise, die das Buch vom Verleger zu einer Bibliothek und weiter zu Ihnen hinter sich gebracht hat. 

Nu tm ng s r ichtl i nien 

Google ist stolz, mit Bibliotheken in Partnerschaft lieber Zusammenarbeit öffentlich zugängliches Material zu digitalisieren und einer breiten Masse 
zugänglich zu machen. OITciillich zugängliche Bücher gehören der Ol'lciilliclikcil. und wir sind nur ihre Hüter. Nichlsdeslolrolz ist diese 
Arbeil kostspielig. Um diese Ressource weiterhin zur Verfügung stellen zu können, haben wir Schritte unternommen, um den Missbrauch durch 
kommerzielle Parteien zu verhindern. Dazu gehören technische Einschränkungen für automatisierte Abfragen. 
Wir bitten Sie um Einhaltung folgender Richtlinien: 

+ Nutzung der Dateien zu nichtkommerziellen Zwecken Wir haben Google Buchsuche für Endanwender konzipiert und möchten, dass Sic diese 
Dateien nur für persönliche, nichtkommerzielle Zwecke verwenden. 

+ Keine automatisierten Abfragen Senden Sie keine automatisierten Abfragen irgendwelcher Art an das Google-System. Wenn Sie Recherchen 
über maschinelle Übersetzung, optische Zeichenerkennung oder andere Bereiche durchführen, in denen der Zugang zu Texl in großen Mengen 
nützlich ist. wenden Sie sich bitte an uns. Wir fördern die Nutzung des öffentlich zugänglichen Materials für diese Zwecke und können Ihnen 
unter Umständen helfen. 

+ Beibehaltung von Google-Markenelemcntcn Das "Wasserzeichen" von Google, das Sie in jeder Datei linden, ist wichtig zur Information über 
dieses Projekt und hilft den Anwendern weiteres Material über Google Buchsuche zu linden. Bitte entfernen Sie das Wasserzeichen nicht. 

+ Bewegen Sie sich innerhalb der Legalität Unabhängig von Ihrem Verwendungszweck müssen Sie sich Ihrer Verantwortung bewusst sein, 
sicherzustellen, dass Ihre Nutzung legal ist. Gehen Sie nicht davon aus. dass ein Buch, das nach unserem Dafürhalten für Nutzer in den USA 
öffentlich zugänglich isi. auch für Nutzer in anderen Ländern öffentlich zugänglich ist. Ob ein Buch noch dem Urheberrecht unterliegt, ist 
von Land zu Land verschieden. Wir können keine Beratung leisten, ob eine bestimmte Nutzung eines bestimmten Buches gesetzlich zulässig 
ist. Gehen Sie nicht davon aus. dass das Erscheinen eines Buchs in Google Buchsuche bedeutet, dass es in jeder Form und überall auf der 
Welt verwendet werden kann. Eine Urheberrechlsverlelzung kann schwerwiegende Folgen haben. 

Über Google Buchsuche 

Das Ziel von Google besteht darin, die weltweiten Informationen zu organisieren und allgemein nutzbar und zugänglich zu machen. Google 

Buchsuche hilft Lesern dabei, die Bücher dieser Wel t zu entdecken, und unlcrs lülzl Aulurcii und Verleger dabei, neue Zielgruppen zu erreichen. 
Den gesamten Buchlexl können Sie im Internet untcr |http: //book;: . j -;.-;. j_^ . ~:~\ durchsuchen. 




/VW Vi 1008.1+0.% 








»oUfttttttaer Se&t&eQttff 



b et 



t eitlen <&ombination§ltf)te 

mit TCnmenbungcn fretfelben 

21 tt a I 9 f i 9 

ank 

2B «9 1 f $ e i tt UYf> t e i t $ t e $ n utt$ 



von. 



Dr. /nclrri^ Wll)dttt gfptfcr, 

Mrmolt «tfewrttartl. Dtoftftr am 6k|m!. felUfttom farolimtm pr »ratrofdmxir «n* orbcnt!. *rtro tfcr ^benr flKWbc- 
mafif bafribft, bcr JUifcrl. &o»olb(nifd^ «ar©U*tfd)«i «cabcmic bar SRatnrfotfdKr, bcr JTönigl. preuf. gcabemic bcr SBiffctt» 



Mftften i« fcrfnri. bcr «afurforfaenbcit ©efrOfaaften in Sriwia, tOter*»™ «nb Saniia, bcr Goriet&t für wiffcnfctaftlidic Arftil- 
ftt ttrrli« orbeiitiiftcf SRitiltrb, fo wie bcr naturforfdjenben fecfcKfcfaaffcii in JboUc «nb Öörlie cerrcttwbirciM 9*il!)Crcb, 
bcr matbewat. itefcllfiftaft Ol «amtiira •, bcr »cttcrauiäjcn ©effBfaaft für bic acfammic Äaturnwbc in $amui »üb bar mw 

- rafofttfcfccji 9cfciifctaft i« 3c»a eircjnmtfiicb. 



Stpettt, »rifrlftQt Sbttftaftfe 

£afctnptti* 1 Styl*. 



B8 



BS 



Verlag Don (Stuart 8ctbro<F. 



AAdwth JOO^.Hfc.'^ 



• - 






/?//? ^<?-f. #-. 



)K 



yl^O-L^i JZ/ 



ra,ut- 



\ 



@einet SSJoHö^otnett 



bem 



Gerrit $oft atf # eil» ig 



in Sraunf^weig, 



feinem i&m uimtö« (Hieben Se&tet, 



I r 



cibntt b » « f « « 



er« 



aU ein fc&»a<fre* 3et#en unauöUfc^li^er ©anfbarftjt 



lo^atytitttgttott 



V. 



b e r 



Setf 'aff er. 



^ 



. v r 



4 «• 



*#» 



> • » « 



23 o t r e b e. 



» : 



ttyer/oM tttatt bie 4£ombination*Je$*e no$ nia)t oW not$* 
wenbige Sßoftd ber ÄRalppa, fonbern nur att eine #alfe bei ana» 
tyttfä)en ttntetfu^ungen aufafc, mag e6 »iettei#t jtt «ntfa)ufbige» 
gewefen fcpn, wen» man i&re Seiten atö einen- Snbegtiff auf@fou* 
fcett anjunef menbet &egeto barfWtte« 

6* gab eftebem neben betgett>6$ntt#en 3Cnafyjt$ au$ no# 
eine combinätottftye, wal&tenb man ji$ jefct »pn ber 9tot$wenbig* 
feit, bie <5omblnatioh$U$re äld »orgdngetinn bet 2foafyft$ ju be* 
trauten, ubetjeugt fcat» 3Cbet be6»egen rnuft ju& aua) bie 2Crt 
tyra ©atjiettung änbern 5 fte raup aU früherer X\)tü einet matye* 
matyif$en äBiffenföaft felbl* fiteng wfffenftt)aftK# bezaubert werben» 
«tan pflegt ftcf> wol)l ju tounbetn, bau bie • (Sombtnationö* 
lefcr« bei beut otogen (ginffoffe, wetzen fte auf bie ttnafyft* be* 
bautet, bo# nc$ nt#t allgemein berbteitet ift, ja, fctbft bon 
fKatyematifern a» eine ber SRatpentaiit" $foft entbeitlube , ba$ 
^tubtotn betfelben nur $inbetnbe Sßiffenfa)afit ahgefe^en wirb. 
$at man benn abet tttfac&e, betffentgen angnftaaat/ welket; fo 
eben ba* ®tubtum bet ebibenten eiementatmatb^raatif betfoffenb, 
gebunden ift, ben ttebetgang ju bieten 2$ei(en feinet SBiffen» 
f<|»aft mit Regeln $u macben, bie $m oft wtbebingte föa^^iten 
o$ne trgenb ein SBarum aufgebrungen werben; unb ber bei bet 
tfoberung, auf biefe Regeln ein ttrtffenföafiti^e* Aftern ber Ena* 
tyffc $u grünben, Xnftoß ftnbet? 2CW Btfönie tonnen bie Stegein 
ber @r$eugung combinatorifa)et Bttfammenfreunngen m<bt «ngefeften 
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»erben $ foUen fte alfo ebibent fepn, fo beburfenr jie einet $emon* 
ftration. SBenn ber Anfänger naa) ben ge»6&nfia)en Regeln feine 
Sufammenftettungen gemalt Jat, fo berpftfä)tet tyn noa) nfd^te, 
uberjeugt ju fet)n, er &abe bic Gomblerionen / welä)e ber iOpcra* 
turnen gemäß Verborgenen muffen/ in tyrer Souliättbigteit gebttbet« 

®ota)e Regeln gab man fomo&l för ba$ inbepenbente, aW 
auc^ fiit ba$ recarrirenbe Serfafcren, ober leitete ba$ totere »on 
beut etftetn ab, intern man auf bie Xnfa)auttng auf bie fa)on inoe« 
penbent gebtf beten formen bewies» ©tan fielet/ tyftt e$ bann 
ge»&&nlta)/ in ben formen bie unb bie £>rbnung ber demente; 
man (ann fte ba&et »ieber eben fo orbuen/ unb $at bamit affo 
eine gwett'e 3Ctt ber ©Übung» SJtan fielet Ja aber iramet nur a* 
einem 83eifpfele, wenn affo aua) bie ©inne nia>t trugen/, fo ift 
feoa) bae, toad man fielet, pattituUv, unb fann gufütttg fepn. 
$a* »erfahren, bte recurritenbe &ejrimmung bon ber inbepenbett« 
ten abzuleiten, iffc wiffenfa)afWiä) j nur barf e* nia)t tyeipen, man 
fielet, baß bie, (demente in ber unb ber iDrbnung auf tinanber 
folgen/ fonbern man muß bartyun, ba$ fte ben allgemeinen tobe» 
fcenbenten ©efefcen ber SStfbung gemdß/ nia)t anberö flehen fönnen. 

3u biefer SCeQote/ toeim e* überhaupt SRetyobe genannt 
werben fann, fomrat nun noa) bie unbequeme unb ermubenbe <Ute* 
33egeia)nung; ein tmeiter ©rtinb, usarum ed fo bieten Wtatyema- 
tifertt/ unb befonberö ben 2fa$ldnbew no# immer nia)t gefallen 
&at, $$ ber beutfefren <S*finbung unb tyrer fo bebeutenben Jöoi- 
t&eüe jtt bebknen. 

2)te »iffenfa)afttia)e Bearbeitung ber <&ombinatione1e$te iß 
bafter jefct/ too bie Xnatyft* anfingt/ fta> »iffenföafttiö) *u ge* 
ftatten, ein bringenbed löeburfniß» 
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©er 3»eÄ ber Bearbeitung bed £e$rbu4>e*, »ei$e9 t$ beut 
-maflbetnatifdjm publicum fiter borjulegeu wage, iji, mit baju bei« 
gutragen, ben ttnboHfomuten&eiten ber bisherigen Kombination^ 
lebre abhelfen, 2X6#ten batb geübtere unb einftcbtSboUere 2fca s . 
tbematifet ba* jenige berbetfern, n>a$ icb überfa^, bamit man an 
biefer SBtffenfa)aft, t»ela)e gieia) na$ intern entfielen fo lange 
ftylief, nitt)t noä>* länger 2Cnffr>fi nebme. 

$af cö mit »enigjtenS barum $u t^un-gewefen 
ift r bie ^ef e^e , na$ wetzen feie formen ber »erfa)iebenen cotnbi» 
jtatoriföen ^Operationen Verborgenen, au6 ibren ©runben J&erju* 
leiten, bie 9katrfton$formeto baraus tttffenfa)aftlia). ju enttoideln 
ttnb mub überbauet einet; 9Äet$obe ju bebtenen, weltt)e einer 2ßif= 
fenf$aft angemeffen ijl, liegt tt>o^t einem jeben, befonberS, wenn 
er bie dttere £>atfteUung$* 2Crt fennt, auf tm erjJen SQüd por 
Xugen, diejenigen 2Ratberaattfer alfo, benen ed um tyre fSifFeu* 
f(baft wirflia) ju tfrun ift, werben meine Arbeit/ fep fte mebr, 
-ober weniger gelungen, niebt gdn$ft# berfä)md&en; n>4btehb nun 
fretlia) an bem SEBo&ftoollen berjenigen , toeldje ex arationibus alienis 
librum componere soient, nic^t biel gelegen fetpn rann, ob e& gteieb 
feber combinatorif<£e ©#riftjreUer uobebingt erhalten foltte, inbem 
er ibnen ja bie Sbeotie ucn bem jetgt, m$ fte bieber nur meeba* 
ritf$ getyan fcaben» *) , • 

(Ba* bie gebrauste öejeid^nung anbetrifft, fo ift fte im 
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>) ffeftet efn ftfejtt bfe efojrinen ffrtfateben^ten ber twr^betun Sejrb4$ct aW tjttjnenten* 
. ftttyen an, unb bttbet barau* alle JBaria tiondf ormen ♦, fo bietet tyra jebe (Somptotoo, 
reatiflfrt, ein Se$tbue( hati unb »iE er bie Änjafcf alter m&eii^en fceJt&Äe&et, torty« er 
fflrefben faun, »iffen, fo tann et fte na^ §, 50 leidet beregnen. JDiefe Xftjafct t»ixb 
et tfemliQ grof flnben, unb bamft ben Sraft erhalten, b<4 no$ mantyc &{tometft ba§u 
0f$&re, t^e er feine tttffmföaft all erftbpft anfe}en Wime. 



j 



viu $B o 1 1 • & u 

fflefentfitt)«« bl«, wettetet #ett £ofrät$ Ät)i5aot $uetffc ange* 
toanbt fwt. *) ©te tjt buta)aa3 »ijfenfa)affcaa) uttb aügcmeüv 
itnb »erlangt t>on bem <3ebää)tntffe nur wenig* @a)cn ^inben» 
bürg tyat tiefet 8e$eia)nung$«Ärt ©twd>nung; **). man tarn • 
eö ieboa) bem tteptt)en (£tftnbet, welä)et jia) an feine eigne gfe 
jeid)mmg Idngft gewohnt tydUj niä)t $ut Saft legen, wenn er. fta) 
i^trer nic^t bebientej o&gleiä) babutä) fa)on &iele$ fßt bie wettete 
Verbreitung gefa)e$en wäre. 

SHe com&inatottfä)en £>petartonen, wela)e nur itgenb wn etnlgem. 
JRufcen jtnb, unb auf feie 5Crta{t>fiö ©influf* fyabm fönnen, flnb t)tet 
»oÄjWttbig abgehandelt unb jefceö einzelne ©etfa$ten f betgteia)ett. 
man ootjügUa) bei ben Kombinationen febr oiele auttift, ift mit: 
Seiftnelen btnldnglicb ertönter* , bamit fkr) bet ßernenbe juecfl an 
biefen einige tte&ung betfä)affe, welche et batauf buta) felbft ,ge*. 
wallte ©cempel bergtdf etn muß* 

93ei ben combinatorifcr)en XJpefcationen , wela)e auf Gammen 
SBejug $aben, jtnb auä) foJä)e Elemente mit jut SBetta$tung ge« 
5ogen ; beten 3nbice$ negative 3ablen ober o jtnb; eine ttnnabnte, 
bie bet Allgemeinheit wegen gemalt werben mußte- 

Tun ©a)lujfe bet reinen Sombinationeiefcre $abe ia> eine 
tUberft<bt aller abgeleiteten ,9taurfian$fo«n«ttt beigefügt Vi* bet 
$$at ein notfcwenbiget Anfang, weil man biefe $Be$tet)nngea nta)t 
allein febr oft gebraust, unb e* ba$et bon gwßen Spulen ift wenn 
man jte fämmtltä) bei einanbet ftnbet, fonbetn aueb, weiHi$-bet 
fbla)et tteberjid&t ba9 @igent$umli#e einet {eben gfetmel buta) ba*&et* 
gleiten mit ben übrigen leistet &eigt unb bem @ebdä>tniffe einprdgt 
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*) ©rtmbrff bet aOgenwüif« Xritymttif. ©Mtiaö«n 1309, 
••) ^ammtune comfrinatot» analpt, ityafttttiftttit. Stift, i&oo, 
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2>ie 2fowenbungen auf bie Xnatyfft «nt&att«" bie gew6&uli<&eii 
®eg*nfWnbe, allein bie 2(rt unb Seife tyrer Ableitung iffc neu» 

*Die (Einleitung giebt bem 2(nfdnger einen allgemeinen &e* 
griff wn t>ew/ wae «tan ^auptgräfie, Function, Sfetye u* f, »♦ 
nennt/ unb fefet ben wU&tigen ©tylufl ber ^behtitrft jweier 
Stecurfionen tn$ 2t#t* £)ur$ tiefen <S#lu§ werben im £ol* 
genben fajt alle gefoberten 33ejie&ungen unter ben ©rojien/ unb 
jwar mit 8et<J>ttgfeit unb Sßtffenfc&aftltc&feit, gefunbem Stoment* 
lt# ftnb but# benfetben im erflen 3lbf<fmitte , naa)bem mem einige 
reeurrirenbe S3ejte^ungen unter ben ^acultäten betrautet ftnben 
wirb, bie allgemeinen 3Cu$brutfe für bie 2foja&l ber formen. §ur 
Ableitung gebracht, welche bei ben begebenen combinatorif(|ien 
Operationen Verborgenen, 

$m jwetten 3Cbf#nitte ftnb bie ©ä|e auf Sßal)rf4)einli(^Ceit an« 
gewanbt» ©er Swetf biefed 3Cbf$nitted ift nur, bem Anfänger einen 
beutti^en begriff bon ber jefct fo bielfatfc befprod&enen SEBa&rf#einlt#s 
feitöw^nung ju geben/ we$$alb man feine Äurje entfa)ulbigen wirk 

$er britte Ebfönttt bezaubert bie SRuMplicättom £ier unb 
im ^olgenben fcabe i# ^inft^ttia) ber (Srponenten ber ^auptgrdge, 
nad) welken bie Steigen fort breiten, fogteia) ben aUgemeinfren 
$aH btttatytt, wie biefed bie 3Cnatyft$ al$ Söiffenföaft überall- *u 
' t&un gelungen ift* 'Und) tyier wirb alleö burd; ben ©eblup ber 
Sbentitdt jweier Sfcecurjtonen geleijtet* 

93ei ber £>itnfton, welc&e ber bierte 2lbf$nitt abtyanbelt, wirb 
ber Anfänger, obgleich id) mit Um allgemeinen Stalle angefangen 
fyofoi, bei weitem bie @$wierig?eiten nidbt antreffen/ wela)e er 
Qcwfynüd) babet ju finben glaubt. 2Cu<& fyobt id) $ier nia)t, wie 
ed fonft wot)l ju gef$e$en pflegt/ bie ßoeffteienten in? 2)toifor an* 
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f4ttdfi$ negotii) unb ba$ crflc ©lieb beffelben ber (gfotyit gletc) 
angenommen, fonbern gfei# allgemein gezeigt/ t»ap man biefe (Soeffi* 
cienten, um barauö bie gefoberten ©liebet be$ Quotienten jufara- 
men&ufefcen, mit umgefetyrtem 3etä)en nehmen, unb fte bura) ben 
anfänglichen btoibiren muffe, welches fowo&l bei ber inbepenbenten 
al$ tecurrirenben #orm beobachtet werben muß. 

3e allgemeiner man bie 8$orau$fe|ungen maa)t, beflo teiltet 
pflegt. bie anafyttftt)e Unterfuc^ung jufepn«. Sftan gränbet gewöhn* 
li<b ben allgemeinen pofynomtfa)en Setytfafc auf ba$ 83inomiaftbeo* 
rem, gebet alfo bom fpectetteren gfatte jum allgemeineren übet» £>er 
fünfte unb fea)*te 2Cbfa)nitt befcanbelt bie ^otenjürung unb SBur* 
jelauöjie&ung, unb bemonflrirt bie genannten beiben übeoteme in 
bet Allgemeinheit, b* b. für jeben ©rponenten gutttg, bergeftalt, 
baß ber allgemeinere gall nia)t atö bem fpecieUeren bebucirt, fon* 
bern ber teuere aua bem erfieren burd) <2>pecialiftrung beworgetyet. 
3)abei babe icb -micb eine§ ©eweifeS bebient, welchen i$ fa)on fru* 
ber befannt gemacht $abe, *> unb ber bti weitem fo weitläufig 
ttia)t ift, als bie altern blo$ für baa Sinomiattbeorem gegebenen. 

$er lefcte 2Cbfa)nitt bringt bie (Srponentiafreifje jur 2Cblei* 
tung. »er Söeweie ift gleichfalls neu, unb fcbeint mir weit ein* 
fachet au feijn, aW biefea bei anbern ber $att fjfc 

JBtounft^weig , Im SRdrj 1824. 

Dr. £♦ SB» ©pefcr* 
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v. 



«Die goberung, au6 gettijfen gegebenen ©triften aöe miglid&ett Bttfammenffeaum 
gen, welche tia^ t>otber fefig«Te$tm äöebingnngen au$ ifrnen berwrgeben f innen, nnf* 
fenftyafflt<b ju etj engen , ift^ ba« ©bject ber o m b I tt a t i ö n * l e b t c. 

©te reine GombtnatUnftlebre« lettet> abfebenb wn ber Statur cbet 83e* 
fcfcaffenbeit ber jitfammenfcujfcirenben ©inge, »elc&e ffe'ficb baber nur al* wrbanben 
fepenb gebenft, bte ©efefee ab, na$ werben bte äufammenfiellungen aus jenen SDin* 
gen $er»orge$en; fte iji bte SBiffenfcfraft t>on b*n ©efefcen be$ 3ufammen* 
Hellen« gegebenet ©tnge. .-<*.. 



§♦ * - 

* 

Stemente, dtattg unter benfeUen. 

SBenn man ftrf> aber gleidj «m bte »efd&affen&ett ber Singe nid)t betutnmert, 
fo ift e* bocb nfttbig, fö btefelben als wn einanbet *erf<b'ieben »orjufiellen , bamit 
H man aus ber SBerföiebenbeit ber fty i* ben Bufammenflellungen befmbenben (Elemente 
• .auf bie öerföiebenbeit ber 3nfamtnen#elRmgen felbji föltefen Wime» 

1 



2 ßrinleittttrg* 

©ott nun aber ba$ (Srjeugen jener 3ufammen|tellungen nadfr feftat Kegeln ge* 
fäefcen, fo fann e* nic&t einerlei fepn, welche demente, ober wie man ftc jebeS* 
mal, aufammenjlellt; benn aWbann »dre e* bem 3ufatte fiberlaffen, ob man fte alle 
ju ©tanbe btid)U t unb welche man bübttt. 3ßan muf not&wenbig alle Slemettte 
nad) ttnb na$ jur {Betrachtung gießen , b. $♦ man mu|j an tynen ni$t allein Ber* 
föiebenbeit , fonbent au$ So Ige toa$rnef>men» 3ur a3erftnnli$ung ber {ufammen* 
juffeBenben Dinge ifl man ba$er gezwungen, fol$e 3ei<fcen einzuführen, an benen 
man f$on eine Solge, tinty 9tang ju bewerfen gewöhnt ift. Die f4Wlt<b|fc 83e* 
jeic&nung gef$ie$t alfo bur# bie 3iffern beft befabifc&en 3a$lenfoffem* ; . alle anbeut 
3eid>en fmb umwllfommen unb umpifFenföaftlfcb , »eil man tynen erft einen Slang 
betlegen, b. f). bem ©ebdcfrtnijfe unnötiger SBeife eine frembe 3ifferf$rift aufbringen 
mü$te t welc&e man bo#, wenn fte überhaupt erlernt »erben fotlfe, na$ ben Siegeln 
ber Sablenfoßtme einjuricbten gejnmngen wäre. 

©obalb ftd& alfo genriffe Dinge ju combinatorifdjien 3ufammenffetfongen ter* 
einigen f ollen, fo j<tyle man fte, unb raffe iebem al* fiettoertretenbe* 3eidj>en bie 3a$l, 
welche cS bei bem 2ftte b0 3<tylen* ^getroffen bat 

Die jeine GotgbinatjwtJlebre nennt bfe jufammeniu^ttenbett Dinge Sie* 
rnente, bie 3ufammenfJelüit<gen felbfl formen ober Gomprejcionjen, beren 
klaffe mit ber 2foja$t ber in i&neti enthaltenen demente äberein jiimmt , fo, baß 
allgemein tint Gompteum t>pn ber kten Mafc iß, menn fte k Qtlmwtt entölt 

r 

' ' ' $♦• 3. 

• # • 

3?an$ unter ben Gomplerfonen, Ifxiccßraf^Cfc^c unb artt$mö$rap$tf<$e anorbmmg. 

2fu8 ber Sbee niebrigerer unb bofcerer (Elemente entfpringt fogleidfr bie niebri* 
gerer unb jityerer 3ufammenjJeHungen ; aucfc unter biefen wirb eö einen Slang geben, 
n>el$er tum bem 9?ange beHn i&nen beftnbltd^en Elemente abbingt. SDlan legt jeber 
fSmplexion fobtiel «teilen bei , a« fte demente in ftc& tegtcffra foDL 3ena#bero 
tiefe ©teilen mit niedrigeren ober beeren dementen befegt ftnb, jena$bem wirb 
man bie Sonn ntebriger ober $tyer nemtem 

23«g{et'<$t man, am wn'jwef gotmro bie $6$ere ju etfcrote», tta$ tmb naefr 
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ifrre ^tfSfti!- fo )»irb bie .erffc y ,,*H>rtn beibe bot* einanber abweiset*, f$*tt einen 
$inWngßc&ett @runb bor ©erföiebenbett barbieten., ginbet man aifo, nähern matt 
alle t>orberge$inben Stellen in beiben formen gleich befefct angetroffen b«t, baß tte 
eine in ber ndctyifolgenben ©teile xin fytyttt* Clement bejtfct, als bie anbere in ber 
glefö fcofcen, fo wirb man iene bföer nennen, alt biefc. 

(SS ifi min gWcbgMigt ob, man bei ber erften SteHe ünfer #anb, ober bei 
* ber erften regier ^anb anfangen will, bte ©tollen ju betrauten; tfyit man ba* erfo 
fo iji bte erfte SteOe linier £anb bie niebrigjte, bie folgerten bte näcbfibtyeren, bte 
lefcte enblidS?, ober bie erfte rex&ter £anb bie bbfyftt ©teile ber gorm. 

. GS bebarf nur biefer Bhnabme, um gegebene formen na$ ibrer £ib* ju 
orbnen. $&ttt man j. 83. bie gönnen: 1235, 1243 unb 1234 ber £ö$e na$ ju 
pellen, fo fielet man fogleWfr, baß jbie lefcte niebriger ifi, als bt> erfie, benn m.ifcr 
flebet in ber vierten Stelle, als ber erjien, worin beibe bon einanber abmeiern, ein 
frtyereS Clement, als ür berfelben Stelle bei jener«. 2CuS eben bem ©rwrte ifl aber 
bie jwette gorm l)i\)tt f als bie erfte, unb fte werben baber folgenbermagen ibrer £$b< 
na$ georbnet erf feinen: 1234, 1235, 1243* Ädme noeb eine .gorm 1242 binju, fo 
tpdre biefe ^5^ er, alS.bie aweite in jener Xnorbnung, mebriger aber, als bie britte. 
SDie trier formen muffen bafcer fo georbnet »erben: 1234, 1235, 1242, 1243« 

(SS m(gen baber fo »iel gormen gegeben fe$n, als man wü, man. wirb fh 
alle bureb »ieber&ott** jJwifcfcenfeöen tuUfc tyKxn Stange ordnen Mnnen, belebe An* 
orbnung man bie lericograj>$if4e nennt < <5S iß ieba4t biefeS urfprfinglitfe 93er- 
fahren etwas befömerli$, man fann eS aber, wie auf bei* irjien SSIicf er&ellt, febr 
pereinfaftem Äße gorm?tt, wetye «iebrigere ©erneute in ber erften Stelle beflfcen, 
werben in ber leritograpbifä«» Änorbpung allen benen to.orangefcen , welche ^6^ere 
demente an berSpifee ffi&reu. ItUt gormen, welche ein unb bajfelbe Anfangs * (Element 
baben , geboren ju berfelben Orbnung , (jDrbnung beS erflen ©fabeS) unb man nennt 
ben Inbegriff ber Sonnen , welcbe baS ntebrigfie Clement in ber erflen Stelle beftgen, 
bie niebrigjte ßrbmmg* (niebrigpe* JDrbnung beS erflen f ®rabeS) allgemein, ben 3rä 
feegriff ber gormen, tqel$e baS rte (Element in ber erjien ©teile baben, bie rte JDrb- 
nung (beS erjien ©rabeS). Saßt man nun aus ber SRenge lericograpbifö ju orbnem 
ber gormen alle bieietugen iebeSmal jufammen, welcbe baffelbe XnfangS^Slement b^ben, 
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4 Sftntettttng* 

unb orbnet We Snbegriffe nadfr tiefen Anfang« * dementen , . fo toirb man ffotttye 
formen fdfron na# ben jDrbnungen ridfrtig jufammengefient Jaben, unb e* ift bann 
nur no$ nitfcig, bie Jformen ieber ©rbnung unter ftcfr rejricogra^Ijifd^ ju fteOen. 3n 
einer SDrbnung aber, wenn man tyre formen lericograpfrifcfc jiifammen (teilen »itt, 
werben biejenigen , welche ein nfebrigereJ Clement in ber aweiten ©fette f>abtn , benen 
oorange&en miiffen, welche ein $5$ere6 Clement in berfelben Stelle beftfeen. JDrbnet 
man alfo bie gönnen einer jDrbnung na$ ben (Elementen ber »weiten ©teile , fa 
wirb man fte fefcon na$ ifrren tieften tlnterorbnungen (SDrbmmgen be* jtoeiten ®ra* 
be*) jufammengejtettt fcaben, ©o fann man mit ben JDrbnungen eine« jeben @rabe< 
oerfabren, unb man wirb auf biefe Seife iebe gegebene SRenge t>on formen leidet 
lejrfcograp&iftb J« orbnen im ©tanbe fepn» 

©tob bie Sonnen unter jt$ in ber Äfoffe t>erfc$ieben , b, $. bejtben fte nttfrt 
aKe eine gfeicfce tfnjabl oon dementen, fo fann man ben gangen Sfnbegriff irji nadf 
*ben fucceffioen Älaffcn orbnen, e&e man iebe biefer Jttaffen letfcograpfrifö ftufam* 
menjteHt £>iefe tfnorbnung beijlt bie arttfrmograp$if<H 

golgenbe gorraen: 

123, 124, 13/ 16, W, 53/ Wf 233, 214/ 3/ *5/ 34, 51, 36* 41/ 

43/ 543/ 35*/ 1*34/ "5*/ 7/ 813/ **? 
»erben lericograp&ifcfr fo % georbnet erlernen : ; 

1151, 121 , i23> 1234, 124, 127, 13, 16, 171, 214, i»33, 25, 3, 34 

35'/ 36, 41/ 43/ 5i/ 53/ 54«/ 7/ 813» 
artt&mografrbifö aber fo jtf : fte&en fommen: 

3/ 7/ 13/ ^6/ *5/ 34/ 3*/ 4*/ 43/5*/ 53/ i*i/ ™3r ™4/ «7, 17*,; 
314,233, 35r, 543, 813/ n5i/ «^ 



§. . 4. 

xa&mint Sorftrtft« jut ettfcung ber CompteCo*«. 

©eben? t muh ftc$ atfö au8 gegebmen ©ementen alle mÖgKd&en gformen et» 
3<ugt, bie na* einet a.«n>ifr«n »oraeftyriebenen »ebinflung $ert>orge$en ttnnen, fo 
fonn man f?e ff* fetfcpgrapbjfö georonet 'wtfMtn, tmt> Wefe : 5foortrmm$ bietet efn 
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Sffttet bar, bie Bornen- felbfl jit ergeugen, toeld^eS offenbar allemal gefcbefcen Jam* 
wemt man im Stanbe Ifl, bte niebrig jte gorm jti bilben, tmb im JBeftfe einer ad* 
gemeine* Siegel ifl, »ermfige beren man au^ irgenb einet gorm bte* ndc&flb&bere 
ableiten *fann. 

Sefefct man aKe ©fetten einer %oxm *on ber erften anfangenb, fitceefffomtt 
ben niebrigjlen (glemjnten , wel#e man in feiner ©ewalt bat , b. ff. fefet man in bte 
-niebrigfle Stelle ba$ niebrigfle eiement, welcfce« -gegeben tft, in bie jweite barauf 
bat niebrigfle t>on benen, wefcfce norf) übrig ftnb, u. f. f. fo wirb man baburcfy bie 
niebrigfle gorm erzeugt f>aben, benn e$ fann feine gorm gej&en, welche, nad)bem man 
fie mit jener in allen ttorbergebenben Stellen jufammenjtimmenb gefnnben 1)atj in ber 
folgenben Stelle ein niebrigereS (Slement beftfet, alö fle* 

3wei gönnen werben, in ber lericograpbiföen 2fnorbmmg beflo ndfjer Bei tin* 
- anber ju flefcen fommen, in je mebr Stellen fie, uen ber erften an geregnet, unun* 

m 

terbroc^en mit einanber ibereinfommen ; jwei formen, beren fiteeejfto frühere Stellen 
gletcb befe^t finb, werben in *i$rer #$b« beflo weniger Don einanber abweisen, je 
weniger bie Elemente in ber folgenben Stelle t>on einanber berfdjtfeben ftnb. Sobalb 
alfo eine gorm bie ndc^ftf>6^ere Don einer anbern fepn foH, fo wirb jene in ber 
fpdtefl möglieben Stelle ein fo wenig, als mJglicb, ^d^ere« (Slement befifcen, als 
tiefe; b* b* »«"* man au$ einer gorm bie n&<fyftf)ti)txt gorm ableiten will, fo ifl 
erf Oberlid^ , baß man in bie foätefte Stelle ber erften, bie AUx^aupt einer ßrb&bnng 
f^ig ift* ein Slement fefce, welcb** fo wenig, a« mJglicb ^ö^er ift, al* bat, weU 
$e« in tyr ftebt 

3ft bie erboste Stelle nfcbt etwa bie le|fe, fo ifl es ni$t gleichgültig , wie 
bie folgenben Stellen befefet werben* (grabet man in einer gorm bie fpdtefte Stelle, 
weldje überhaupt eine ßrböbung verträgt, fo wenig, als m6gli#, wie e8 jur 2Cblet* 
ttmg ber nä<&ft&6&em gorm erfoberli<& ifl, fo ift bnrcfc biefen Act allein bie nätbfk 
$6$ere gorm nocb m'c^t gebilbet, man wirb nur, wenn allgemein bie etyöbete SteUe 
fcie tft war, eint gorm berborgebrad&t ^aben, bie ber ft<t$ß$4$eren jDrbnung bed rten 
©rabe* angefcdrf , ob e* aber, wie e8 gefobert wirb , bie niebrigfle gorm biefer Örb* 
nnng be$ rten ©rabe« ifl, bas fommt no$ auf bie Sefegung ber folgenben Stellen 
nacfr ber rten am Sin* aber biefe fuecefffo f» niebrig lefefet, als miglüfr, b, $♦ 
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machen biefe ©teQen für ftdfr betrautet bte ni ebt ig jle fform au*, bie; ft# au» bfii 
übrigen ßlementen bilben läfft, fo wirb man bie niebrigjte gform jener n<t$jtytyei*tt 
IDrbnung be« rten ©rabe«, folglich bie näc&ftytyere gorm bon ber anfingen ab* 

geleitet (atan* 

Ston wirb alfo bie beiben .für bie Qombwationifyn fo wütigen @*fce fot 
genbermafen au*fore#en Mnnen: 

I. SBill man bei irgenb eine* eombtnatortfd&en Operation bft 
niebrigfle Gomplejtion bilben, fo befefee man bie fucceffi&en 
- ©teilen, bei ber erflen anfangenb, fo ntebrig, al* man zi 
vermag* 

IL Um bzi irgenb einer combtnatorifd&en Operation au* irgenb 
einer gform bie nd$|>|6(ere abguleiten, er$ö$e man bie 
fpdtefie ©teile, welche einer (Srfcö&ung fd&fg Ift, fb wenig, 
al$ möglich, unb fülle alle folgenben ©teilen, *on ber 
näcbjtfolgenben 'an'fangenb^ fo niebrfg aut, al* e* ffc$ 

ttyun Idpt 

* « 

2Mefe allgemeinen SJorförtften werben buxfy bie Statur ber iebeSmalfgen Operation 
fpecialtftrt, wobei baS SBefentlitfrjie auf bie grage anlommt, welche Stelle überhaupt 
al* er&o&bar angefe&en werben famu 

% 

§♦ 5- 

©ombinotorif^e Operationen. 

9Za$bem wir nun bfn Segriff ber Sombination*le&re unb ben bei langes ber 
Elemente unb. Gomplerionen fejtgeßettt fcaben , wollen wir im Xflgemeint» unterfuc&eiv 
waö für combinatoriföe Operationen. m6gli4> fmb. 

88a* juetjl bie gegebenen, im Stange fuccefffo auf einanber folgenben <&U* 
mente betrifft ; fo fann man bie allgemeine S3orau*fefeung machen , baß entwtber 
folc^e (Slementenfolge nur tinmat, ober me^r mal ftatt ftnbe; fc $. b$f entweber 
nur eine Rej$e von (Slementefl, ober beren mehrere jur Crjeugung ber Sonnen ben 
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®t*ff fcrgri«** 88a« ferner bat »Üben ber Sonnen fettfl betrifft, fo fann man bei 
tintx Steige &on dementen entn>cbet annehmen, baß ftc^ ber ganje Snbegriff ber? 
fetten Jebeemal 31t einer form Bereinige, ober, baf e« iebe8mal mir einige fmb, 
welche jut Krjeuguiig einer form au* ber Steige fceroorge&oben werben* 

' ©et ber erflen ÄoranJfefcung fann bie äJerfäieben&eit ber formen nur in ber 
Cerföiebentyeit ber.3r0f$e ber Elemente befielen; biefelben «Stellen »erben in ber 
tfnett form ni$t butefrau* *on ben nemWc&en Elementen befefet fe$n, alt in ber 
anbern, obgleMfr baö einemal gang biefetteto Elemente in ber form ftnb, alt bat an* 
beremal. 2>ie Operation , nad) welker man bie folge gegebener (Elemente auf alle 
m4gtt$e Art »erdnbert, &eift Vermutation, SBerfefcung (permutatio seu trans- 
mntalio). 

Set ber jwetten SJorauSfefcung fann 83erfcfrieben&eit ber formen baburdfr $er* 
*orgebrad(>t werben, baß man bat eirtemal nic&t burd&au* bie nemli$en Elemente t>er^ 
»or&ebt, als ba$ anberemaL Die fo entjle&enben Komplerionen werben alle bem 
Sn&afte na<& oon efnanber berfc&ieben fepn, wäfcrenb bie ^ermutationSformen nur in 
ber folge ber Elemente oon einanber abweisen* SMefe Operation, fceißt Komb in av 
tion (in engerem Ginne) (combinaiio). Riebet fann man nun aber entweber am 
mtyntn, baß ftcb alle (Elemente fo oft, alt man will, ober, nur bebingt wieber&olen 
töhrfen, b. &. baß bei jebem Kiemente vorgetrieben (ft, wie oft. cö fiefr $JdMten* wie* 
bereden bfirfe, ober enbli<$, w baß eine SBieber&olung überaß ni$t ftatt ftnben foUe* 
-flßei ber erffen 8Jorau«fefcung bittet man Kombinationen bei tinbebtngter 

4Bfeber$0{bätfeft ber Elemente (combiuationes admisais repetitionibua), 

Sm jweiten fafte> welker feboefc weniger widrig iß, leitet man Kombinationen 
bei fcebingter Sßieberfcolbarfeit, im brttten enblidfr, Kombinationen bei 
verbotener 3Bi{,ber$olbarfeit 'ber ©(erneute (combiuationes omis^is repe- 

titionibus) aK > ' 

Stimmt man aber mehrere STet^cn tw>n Kiementen an, rnn au« ibnen formen 
ju ergengen, fo entfielen ber SoranSfegungen , unter welken -man fu& bie Kiemente 
jener Keinen ju Komptoionen oereinigen , Ü$t f mehrere» JDfe einfädle Xnnabme, 
imb guglety bie, welche ton allen combinatoriföen Operationen in ber ^fnalpft« bie 
*4$jie Snwenbnng finbet, tjt We, baf jur Krjeugung einer form lebe ffietye ein 



g (Sfnlettung* 

Clement fcergiebt $ie JCtaffe ber ju tilbenben fforwcit ift d^fer ni$t mebr wtBfiftt* 

lid), fontern wirb iebeSmaf mit ber ttnjabl bcr Stehen ftbeteinFoämten» 2Me ©pet* 
tiott, welche nacb Wefer Annahme alle miglitben gurtnen ju erzeugen febrt, beißt 

SBarfation ( variatio)* 

SDi* Sbee bed SJariiren* bei verbotener unb jugefoffentr 3Bieber$ofoarfeit ber 
©emente entfprang aus einer fallen 2Cnf!c^* t>on ber ©petatiom . \, 

©a jebe8 Clement feinen Slang b^r fo wirb rebe %oxm f wenn man bte Sang« 
jat>ieit aller ibter Elemente jufammenabbirt, eine gewiflc Summe barWeten, 9kx? 
fangt man t>on allen Gombinaiiou* * ober SBariationSformen r (bic 9>ermutatwn£for* 
men einer JHaffe geben immer biefelbe Summe) bte fify au$ jgewiffen <S(ementen bife 
ben raffen, npr bte, welche einer gewiffen* Summe angeboren, fo bilbet mein 6om? 
brnationen ot^r SJauationen ju beßimmten ©ummeir (combiaationes 

vel variationes numeri propositi), : . 



S e i c f 4 n u n g. 

Um ben Snbegriff aller $ermutation3formen, wttcfce ft$ au* ben dementen 
A ,2,...n bitten iaffen, anzeigen, woflen tt>tr ttnö beS 3eicben$ P[r.*n] bebienen, 
Sine <&ombinatio«8Wajfe »erben wir feureb ba* Seiten C anbeutst, wo bte Ätaffens 
ia\)i (Äfojfen *<Sxponmt) übet biefW Seiten bte 3abt, welche b« gefoberte Suvmtt 
anjeigt, (SummensSrponent) linterfamb neben baffelbe gefegt wirb , bie Slemenie enb* 
lieb, aitö benen f*4rtie Älaffe gebilbet bat, ober bitben foO, in einer Kammer hinter 

baffelbe gefefet werten, fo f bog j. 83. CJ[i,.r] ben Snbegrtjf alfer Gombfnation** 

k 
formen au« ben Qlmenkn i,2,3»..r jur JNaffe kj n Q[i..v] bwgegen von ber* 

felben Älaffe, wetebe au* ben nemßcben Slementen 1,2, 3*»« r gebtlbet ijf, biejemgen 
formen anbeut* , welche ber Summe n angeboren, S3et verbotener SBieberboIbarWt 
ber demente füge man bem 3eicben G re^ter #anb ein fteineS Äomma bei, etwa C\ 
IBei bedingter SBteberboIbarfeit wirb mm bei jebem (Kemotte txtomttn muffen, wie 
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tft <*: ftföftat* tpieber&ott werben barf, ; fc 85* G[i,i,a,3<3'3*4] 8*ig* ben Sit** 
griff «Ikt ep^ination^fonöen ^r uferten Älajfe au* ben dementen 1,3,3,4 an, 
wotop b*f erfte einmal, ba* {wette gar ni#, ba* britte jweimal, ba* vierte wiebet 
gar ttttfct wi(berfatt rotten barf* 3fi >ie 3a^l, welche bei jebem (Elemente bic SBie* 
\itfyVmW *BfiM>tj X$tytofe0fo«g* ? öryonent) gtifer, fo fann man fte oberhalb 

bimebeir W^ 3. .»./G^^, g r '.-/m J, l' ,/ : ' 

3ur »ejtit&nung eine* Inbegriff« Don JBariationöformen gibraucfct man ba* ' 
3tityn V, t wobei baffelbe fy'nficfrf lieft ber Älajfen* unb Summen * Crponenten ftatt 
ftnbet $er Alanen * ©rponent Jeigt bann bfe TOenge ber toorftanbeneft Steigen art, 
8fe : in ber Jtfdmmer jleftenben demente Uitutm ben allen btefen SÄetften gemein* 
fcftafflftften Snber, Yoie biefe* im ffolgenbert beutftcft werben wirb* 
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« ..fr. - 

• • • < • ' 

3nbej>rqfct»tef ttnb, , rectirrfrenttl *j«fabw«. . . 

1 

itcttffitft »erftttyfu*gett . um 8ti$e* ober aud^ überhaupt t>on 
ftingtft , üaif einem tp# imtetr ;glekftirfeibenbfct @ef$e gefrilbrt $ertrögefteiji , -f 01 , *«f 
alfo Wefe Äerf nfrvfungen bie GHteber einer gortfeftreitung im Allgemeinen ftnb, 
ba ftdbe* <mty tiefe ©lieber unter f irf>. einen, fefien 3ufammetiftang; et: Idft jftft 
iebe*mal eine Siegel angeben , »ermftge beten mm 4n* - einige* betfrlften, eifc? anbete* 
ftnbett^ ©i* l| er fcfreraitt tnhbet »tafof», wo dtte,g4eti*A6ige:ftitfte «»"«efultat 
wket ;©*wait*i 4*&ovgeftt, fo fff e* «i^nn ;ber «ombinatJönMe^ . 

; ffllaii bim jebe« ©Heb he* »efnltatB: ffir fieft unb tinabftjngig t>on jebem 
ankern ©liebfc, rein üM ben ©röftai ober fingen, bureft beren SBerfnfiDfung iene* 
aftfnJtat ;$eworgi&en falfc, bar^efleH; (inbepenbente* »erfahren, tnbepem 
ben4e a~ffffmwÄng)>mwHfiWjm aber m$ au* f^on gebieten früheren ©lieber« be* 
!Refultat* ein na$folgenbe* ableiten» (Stecurrirenbe* Se.rfajiren, recurru 

MitVer& eJH m«niftg4> 

£>ut4 ba» Wfycnbmf« Serfaftten tf matt efxtt fo gut, wie tm$ *»a* tecuis 

ttotnbe im 6tanb«, a8e Sticht fufttffi» WriufttCfn, um fo. M 8«"»« fltfobetfe 
. 2 



\ 
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Refuttat ju ermatten ; man wirb alfo bur$ bat inbepenbente »erfahren , obgleidfr bat 
recurrirenbe, fo Salb ed'barauf auf 6mm t, alle ©Ueber barjuflellert, tntifto&fccqüfr 
mer ift r unb bW Stefultat fd^neOer ju «tanbe bringt, im »efentfi^en baffelbe UU 
peft, alt burcb biefe«; allein fobert man nur ei» ©lieb beS ftefuftatt, fo ttfirtt ba* 
recurrirenbe »erfahren jn weitläufig feiern ©obalb et alfo auf roifHtyt Beregnung 
ber ©Iffber anfommt, fo fd^eint ba* inbepeitbente Stefanen t>or btm retarrirenbäf 
einen entfc&iebenen »orjug ju $aben; allein f&r bie fBiffenfc&aft ftibß ftub beib* *oft 
gleichem 9tofeen, t?on gleicher Sttotywenbigfetk SDft »erben Stehen > welche föon al* - 
JRefultat einer Operation hervorgegangen ftnb , abermatt ftu neuen fllejultaten ü«t* 
fnfipft, wobei man fe$r oft bie allgemeinen ©lieber, (lerminos generale*) m be* 
trauten M/ um mit tynen ba$ oorjunebmen, wa*. man mit bin ganjen Steigen JU 
t$un, ftcb oorgefefet &atte. 3n biefem %aUf muffen bie allgemeinen ©lieber ftbtfmal 
inbepenbent bargejiettt fepn , worau* f*on bie Slotifrwenbigfeit biefer SBejtimmungfcttrt 
erbeSet (Eben fo unentbehrlich tji aber au$ bie recurrirenbe JKegel; man fann o&nc 
ben ©d&luf ber Sbentitdt jweier »eeurjtonen nur in febr wenigen %iüm Kllgetneiit* 
beit erlangem ©iefe* alle« ttirb in ber golge ganj War werben» 

Senn mm an* gewfffä* gegebene» ßlemettte» combinatoriföe, SiffammetM 
fWimgen jmr er<len r e weiten Älajfe u* f. ml gemalt M# fi> «Affr» W*f* Waffen, 
ba fte ft<b na$ einem unb bemfelben ©efefce, ober na$ ber nemltyen Segel erjeugt 
(laben, unter ftdfc eine. Recurßon barbieten, b> $♦ man muf im ©tanbe feyn, ani 
einigen Wef et Älafferi $6fcere abjuleitem 

©o erfdjkinen }ter *ie fuccepmt Älaffen alt ©Heber einer ffcrtföretfamg; V; 

TLui) bie Sombittationen : unb Sferiatttnen ju tefKmmten Gummen:, wetten, in 
2fbffdE>t auf tyre .Klaffe» fowofcl, alt au$ in ttbft$t auf tf>re Summen unter ft$ 
eine SJecurfton $abem - 

2>a* flSerfa&ren bei ber Bilbung ber gormen eine* gewiffat Snbegrfff», 
(§* 4) ift/ n>ie ans beut eben ©efagten errettet, recurrfeenb, ber 3nbegrtff fefcft whrb 
aber inbepenbent erjiugt . ^^ 

JDie Siegel, welc&e angiebt, wie man bti folgen Weeuif onen ju berfa^ren 
$abe, (ift ft<|> jebeänat leidet in Seiten au$brfi<fen, unb freif* attbann eine Sie* 
curfionSfbrmeJ, unb jwar eine partiell«, wenn m nac^fofyenbet ©lieb tut? 
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*üi~;tbiiiQin wtytx&tymtnn abgefeilt < »M> r : eine Sfottrlrecut fion*föt'meI> 
«Kirn Me* «sSaTUn früher* ©liebem gefötcfytt» ^ 
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©eföid&ttti&e Uc6erpc^t ber Gombir&tionttfyt. 
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SBfo», $atte Wott tn Älteren 3eiten,»83egrfffe ton jttfammenjieHenbett Dpera* 
tioften, tnt»i(ff ite jte jcbodj) nid^t »fffettföaftlt<£, um fte auf reelle (Begenftdnbe an* 
»enbjm : j« Jörnen. :..> .~ ^ 

. VJ JDttf ei^tt @efnwü* bat^ent mft<*t Kapötunb ^ulHu* auf ta* SDenfen, 
inteeftt et.ie^t^ nrfe irtan faor$ Ktfätitent StfammenfielUtttten bet SSegttffe ulbfr 
Äiegeiffl^e^b« Wnw, wotwö tnanait#.ni4t feie gemngfte Äcnntntfi befdfe* ©ie* 
TeS fft bet (Sejfenfonb bef fügenarntten lulltanifc&en Äunft, (artis xnagnae 
lttöwcafi.) 3f ^nli^e^ f^ttrt bet berftymte Sefuit Ät^aftafiu« Älterer (*), welker 
*ratt* atibenitf*$ ei« , cm binafottT^e; Anleitung jtir. richtigen (&ampofftion eine* jebeft 
- fceirte* gab (*)» Scibnifc »anbte t>te GombinrtichiUfa auf btVJP#fofo#te am 
Ätnetjcfkn r3«ön fefmtett fr* fe jöinerJDiff^ation, ( 5 ), it?o er . fle meiflentyeiW 
fefr^<#^ äfittanbte '«icfrtfo mH feinem foflenonntm pfritofopbift&en Galtufc 
% t>**l&u<|8e X*) / bfcfi jtcfr warte* am* fc&frent {D^enfrro &Mnti „de jDea ac 

mente non miniu certo, quam de figuris numerisque" bföputiren (äffe* 
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(*) Ars magna sciendi seit combiiiatoria. Amttel. 1669* 

(*) Murorgia umrewalif, Romae 165a . / J 

(3) De arte oombinatoria oft» 3 I<Ap*,V;16för ; > -• 

(*) OpPr Tom. IH. pag. 34*.;- ; . " -.., 1 .< 

(!) Hette< Dtßanon. *eip|, 1764. g}L L §. 87 ff- 

(*) Örftff ber reinen fBermmft. &U XttfU 0. 102 ff«. 

O Keuel Seganem g$U IL §♦ 85 ff- 
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12 - ©in l *\ t n tt g. 

Wi Bitttina berSBärtareutt SBttd^flobitt^. früher ^atte f^ä)tt Stilbin bk SRtnge btr 

SBJrfrr berechnet, wetd&e jtcfc auö/23 Sucfejltben jufammenfefeen taffen, tm^gefunbty 
baß jutn fcrudfe aller biefer SB&rter me$r, aW 25 SErittiwten SBdnbe, jeben ju 1006 
.Seiten, iebe Seite ju 100 3ei(en, upb jebe 3ei(e ju 60 ©uefc (laben geregnet, erfo* 
bert »ftrben. darauf beregnete f>rrflet bie Änja&l ber SBJrter, wel$e ft$ au« 
34 85u#jtaben erjeugen raffen , tmb fanb fte über 1391 &uinquitti<men. JBaco be 
Sern I am (*) wenbet We^omWnatfoneti bei bet ßiltomg einer Sifixtf^rift an, 
Äofriaft Sttaper {*) tmb Sambert bei Sfarbenmiföungwt u. f. ». Vm metften 
gebrauchte man fte jebo# ju Spielereien. 3, SB- SRetbifc ( s ) wollte, inbem er 
8 uNfentßd&e Styeite be$ ®efu$tt: 3fage, 9tofe, ©ärn«, f; w. mtb *ort jebem biefer 
Äfreile |p »erf$teben&eiten anna^, bie SRännigfattigfeft *Ber mtnWUfym Gkftyter 
bd^eCen. JDie $ier anjuwenbenb* combittatotif^e Operation fc^eint «er (ebo^ >^ic^ 
gefannt ju %abm, er permutirte, wo er fy4tte *arfiren (Wfen, unb fo formte t& otiüte 
*ing* ntd?t fe&fen, baß, wie Affiner fagt (*)/ "SRaul oben, Eugen urtftt 
bie 9tafe unb Stirn ju unter ji" ja |ie$tn ;Fam.. ,»e$«c* toetgiei^m ftobet 
man in JMJhier* angefahrter S^rffr N / . ,^ .C ) "^ v' 

©e^r airber JEaäeeorbnang WÄren bte Uttagraefrinei : &*n :*ttft$tt:\ £k 
But&ftäben feines Statten* *utf aBrmigltye 83eff«, iun, 4« 3 'einem <fBorte, mfya 
aus ben »erfefcungen etwtf tntjfanbfti war, einen freimlu&en SBinf t*f vSguffftM ja 
erfennen» . • ...,',• -,- : - * ^ ^ -. ....,, 

Sebodfr iflnben- f?4 ou# f***, obg«$ f^cfp, Sp-nren tiuft akaett&mg ber 
eompfodtienSfc&r* auf Afe" Ifnatyfte. ' Stattgebt' engen 3ufattmen&ahgfe ; beiber 8Bt£ 
fmf^tfftdi $<tf««fceibuie <*> WtttfgjilM f$?n dm «^brtg^ 3a5#bJö«rtMilii (f> 
trfannte beutli$ , baß bie ©lieber eine* ju einer Dotenj erhobenen yolpnomU genau 

(*) De augmenti« scient. Lib. VI. *) -'i'^ -j.'-f.; i.i;; :r: ; . "•; 

(2) Opp. med Tom. L De oMnitate catorum; *§^15-^te^ ' •■ '"''>:> - ." ,:i :') 

(5 I>e varietate faciei humani, tract. phy«. DrescL 1676-'" ♦ i r i' O 

( 4 ) Äna^ü« bee SnM^em «. 38 ff.- : ■' 1 . " ** - . ' ? ; 

<*) Opp. Tora. IIL ; r .-» •' ^ . ..;•' ' . i" *..:*:'*» 

(0 Opp. Tom. IL pag. 993. 
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mit bftt SombUtatfagten jufammenfrfnge u. bgt %t# Suler t>at jbfe Kombinationen 
fc^on einer Betrachtung unterworfen ( x ), 

. Hi waren aber bergleicfren Knmenbungen bttrgaut mwiffenfcbaftlic& unb ün* 
JDoßfomraen , weil mm bie Gombhtationtfeftre Dörfer no$ fetner genauem Ate 
iraebttmg unter »otfeti fcatte, tttib fie gewftrten ber 2Cnalpfi6 bafcer Feinen befoq*. 
*em »ort&eil* ; 

<S*ft naebbem £infc«ttburg, ^rofeffor ber 9Ratyematit unb f>foftJ ju eeijM 
*ig# bie für bie Äiafpft* fa glfaf liebe 3bee gefaft $atte, bie Gombtnationtfefyre tum 
iBegenftonbe einer genaueren {Betrachtung jumadfren, kannte et gelingen , ber Xnatyft* 
ßortbeüe ju aerftaffen, unb fie 80$ unb n«# wn einer Weinen unt>oflfooiraenefr 
Siffenftaff, mlty mm 3flgeb*a nannte, ju einem «nermeßltd&en Selbe ber tiefjhn 
JBetrac^tatrgen }u eweitem/ <£nnbenburg fcat bat Skrbtenft, bie SMgltöfrfett unb 
4taty*enbtgteit einer näheren JBebanblung ber SombtnatfonSlebre juerjl gezeigt ju 
^a*^n; .er ift tmwiberfpre^li^ al* ber (Erfurter biefer ffiiffenfcfcaft anjufeben. 8e* 
Robert wtrbe et fcimfc bie Unterfucbungen übet Votenjen ber 9>atynomien auf fie 
gtUttet, frine erjletr beiben ©elften aber Aber biefen ©egenfrmb (?) aefgea beut lieb, 
ttiefeftr *p fc|Ptt frfi&er.äbe« c*mbf»atortf$e ©egenfftobe foetuiirt batte* $er rafc 
efofe eifert mit bem erlffir feine SBiffenföaft arbeitete, wrbunben mit ben Unters 
fuebungen mehrerer trefflieben SRatfcetjiatif er , befonber* 9t 1 b e , Ä r a m p , ,Z & p f e,r,, 
*♦ 9>raffe ff Cfc&enbaefc unb einiger anberer, braute, in wenigen Sauren eine SBif* 
fenföaft fteror, ber t* Vorbehalten »ar, *ie 9tat$egtatit im prengften Ginne ju re* 

formiren. . • 1- m . . 

f: , "♦* Co glMHcb öfter au$ «ßinbenbur^ ferfahmg i% f+ *iel £kmt i&m bie 9la$* 
wtt aift}' fcafcjiibrtagieir gejwungen tfl, fb I4#t fup'ta) m$t ldug»m # ba£ fte in 
eirfgen fünften noeb biel ju wänfcfcft fibrig lief. • ♦ 

»»•»•• • X . • f • ' t iO ' • ' * * *» . 
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« Comi* fartp^ j J,^Oa (olwerw^pn^ imalytic de eoinbiiiationibu»). § 

< f ) - Tnfi r ^r r— yr di^oiOitom leget ae formulae, Gotting. 1779 « Db Methodu« nova .et 
lacilis terieru^i infinitarum exhibendi di^niutet ezponentis indeterminati. Lipt. 
r j ' 1778.- »efbe e*rfften erf^ietten barauf fe^r petmefrrt uttfet bem ZlUl : Infimtiiiomü 
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fligttkation «kpötte»ti*;M?t«rm- Uuftoria leget ae lornmlae, eptting. 1779.. 
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Örftltcfr war bie ©ejeicfrttung $6#jt wtttoMwnmett. <£* wirb st&t^fg feyn, 
ba* 3Befentli<b|fc berfelben bier anjufü&ren. ./■>■• 

3Me ßlemente bejeicfrnete er mefftentbeil* bur^> bie Reinen tatetfciföen SJudfc 
flaben. SMan muftt älfo fernen , -ber wteoiefße Sucbftab« ein ieber im Xltfabttt 
ffl, unb war dejwimgen, fobalfr man fi*er tin ssffrt Clement bfnauSgeben tmtftt, 
ju complicirteren 3eid>en feine 3uflud>t ju nehmen» £>ie Äfoffen bejeic&nete er btw$ 
grofe latetnif^e 93u<f;fta6ftt r fo, baß, A feie etjte, B bie j weite JHaffe fcorpeffte a» f. w. 
£tebei ftnben naturit^ biefelben ffltöngel fiatt. ©tanben biefe fBwftiaben gerabe, fo 
bezeichneten fte Gombinationtffaffen, flanben fte fc&ief , »ariatfonaflaffem (Sin M 
ober N, welche« aber au$ einem anbem Alphabete genommen xotit, brjeicbnete nt$t 
bie i2te ober i3(e JUaffe, fonbern allgemein bie mie ober nte. Um emjefoe Pete 
mtngen anjttbeüten, bebienteman fF<b grofter rfatif$er SBu$ffotat, wetefce mit oQä^ 
banb $i&tyn amb anberen Sortierungen oerfe$en waren. Xuty frier war H ni$t 
einerlei, ob fte gerabe ober fdbief franben, benn im erffen gaUe waren e< .Combin* 
tion*formen , im anberen Sariationftformen , bie btnrcfr fle angebeutet mürben, BHp 
werben im Solgenben fefren, baß tw ^ieju feine« befonbern Beicbenft bebätftou 1 4**k 
man nun allgemein eine mte Älaffe btrrd^ M bejettfrnet, fo war bie m+.itt 
mcbt'N, bie m + 2te nwfrt O, eben fo biem~ifc mcfrt L u, f. » r fonbern Man 
bebiehte ft<$ frier ber fogenannten JMffanjbejeubnang: ... j; ; 

. :/' . :M,; fll* M $ M, ..Mi. * f* *. i. . ■ . ,) 

SBie nafre war man alfo einer wiffenfcfraftlicfren SJejeicfrmtng ! .-.!*■■) 

< r -3 weitere war an* bft »ortrag btr Sosnbinaiiantfefrte Um JBHffenfcfraft 
nityt angemefita. Elan fcefranbelte fte im fftengflen Ginne gl» eine artem .cpmbir 
natoriam. SJSer fte erlernen wollte, öon bem verlangte man, bcfc.trrfä . eine %t& 
tigfeit in ber Ausübung ber Siegeln erwerbe, welche man ifrm, ofrne ®rönbe anju* 
ffifrren, gab. 2>afl man fte wie eine Annji lehrte, ba8 Idft ftcfr be*fr<tfb nufrtftabeln, 
weil fte im Örtmbe niebtr anber« fetjn* folfte; baff man «er-^aHf *ie bitdfr blefe 
Äwnjl betüorgegangehen Äefultate eine matbematifdfre S3fffehf^«f ^ firfaibfit' wbtfte/>a« 
war in jeber JRürfft^t ein wenig tmmatbematif^. @oll bie ßo^Jbinationölebre bat 
Sfunbament ber »nalpft* fepn, fo ifl - erfoberlfcb , baf fte eben foertbent barjejleW 
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»erbe, wie bte erftett ®rfinbe ber fffementarmatyematif. SMe 9ti4tbea$tu»g biefe* 
notytoenbiflen <5rfoberntffe8 , fo tote au$ bie ©ejeicfcmmj)« *Xrt ber #tobenbttrgif#en 
©4>ule M auf bte Verbreitung ber 6ombuiation*W&re, unb ber combinatorifc^en SÄe* 
ifcobe in ber XnafyftS fefr nacWeiiig xoixUn muffen, fo, baß e$ jefct, beinahe 40 
Safere na$ , ber Srfutbung, befonbert aufler 2>eutf$tanb nodfr Diele SRat&ematffer 
ßtebt, toetye iu#tt für überfluffiger Ratten, al9 biefe SBiffenföaft* 
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etfter 3&f<&t!ltt. 
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SBon berr com&foatetffc$ett ' ©petötionett , tofofero fte tmt 
auf eine S^et^e tum Elementen aSejte&tma $atai» 
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80« -yct.ntiititett» 

$• 9. 

Snbtptnitntt« CcrfaMcn. 

(Sine gewiffe «nja&l »on (Slementen, wehbe im »ange fucceffi» fwtföreiten , i|r ge* 
geben, e« wirb gefobert, ble Jolge berfelben auf alle miglicbe 2Crt ju »eranbern, ober, 
we(<b>8 baffelbe tjl, alle mögli^ett $ermutation*formen , welche <at$ jenen Siemens 
ten hervorgehen tonnen, ju erjengen. 

Um juerji ba* inbepenbente »erfahren ju «ntwitfeln, fott d^ct'd* »erben, wfc 
man fowobt bie nfebrigjle gorro eräugen, «18 au$ alt« irgenb einer gorm bie mtyß* 
b6^erc ableiten finne. 

Um bte niebrigffe gorm ju ermatten, fe|e man alle demente in natürlicher 
Örbnung &intereinan8er. (Cinleit. §. 4.) «ihb 3. 85. bie demente 13425 gegeben, 
fo wirb bte niebrigjle gorm 12345 fe*n. JDiefe Siegel fann feine Xufttabme leiben, 
fobalb aucb unter ben, eiementen mehrere ibentifdbe »orrommen; bie niebrigjle 
9>ermutation8form, welche ftc^ an* ben Elementen 121 1329434 bilben Wft, wirb 
in 2223344 feijn. 

SBiU man min, am eine gorm ju erbten, tint gewiffe GUUt mit einem 
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frieren demente beftfccn, aii in, i$r jle&t, fo muf biefe« burcfc SJertaufd&ung 
gefc&e&en, inbem man au« einer anbeut ©teile ein Bieres grement &erau6nimmt, 
Um e* ber ju cr&tyenben ©teHe au geben, unb ba$ au6 ifcr genommene in jene leere 
©teile wieber ju ftfen- Arn ©toff -ja biefer CrMbwng Wunen nun aber biedlt* 
mentc, welcbe in bett vor ber ju erbofcenben ©teile befmblic&*n ©tetten ffefcen, 
mcbt barbieten, benn aisbann wfirbc burd) bie £5ertatifd&ung in eine friere ©tcHe, 
~aW bie ju er&6$enbe ein niebrigerc* Clement gcfcfet, bie gorm alfo nid^ erbtyet, 
fonbern emiebrigt »erben- 2>ie demente, welcbe man jur C~rb6bung einer 
©teile gebrauten will, muffen in fp4tcr.cn ©teilen liefern SScfmbet 
ftcfr hinter einer ©teile noefr wenigen« ein W&cre« Clement, a» ba«, wtfcbeö in 
\\)t fielet, fo fann man jebeÄmal biefe« ^ö^ere Clement mit ienem niedrigeren vertäu* 
fc&cn, unb man wirb eine gorm er&alten fcaben, treibe, mit jener, wot#u3 fte ent* 
ftanb, in allen frühem ©teilen übereinjiimmenb, in ber ndc&jlbö&ern ein fcö&ereß Cle* 
ment beftfet, alfo ^6f>er iji, al« fte. 3ebe ©teile alfo, auf bie tin b*bereö 
Clement folgt, al* ba* ift, welc&c* in t f> r flehet, ifi er&öbbar* 

Um alfo von irgenb einer gorm bie ndcbjlf;6$ere abjulefien, fud?t man bie 
fpdteffc er&öb&are ©teile berfelben auf, er$tyet fte fo wenig, alt miglicb^ b, b- fefet 
ba$ am wehigften b^cre Clement, welche« fl$ in ben folgenben ©teilen ffnbet, 
binein, unb füllt bie folgenben ©teilen fo niebrig, al* miglicfr aus, b. b* orbnet bie 
folgenben demente fo, al* ob man äu* ibnen bie niebrigfie %ovm bilben wollte*. 
(Cinleitung §.4.) 

C*'wirb alfo j. 23. bie n4<$ßbtycre $orm von 12453, 12534 f*W/ kenn bie 
britte ©teile, worin ein Vierted Clement ftanb, war bie fodtejie, nacb weld&er ein 
fctyere* Clement folgte; ba* einjig $6bcrc ber folgenben demente war aber 5, man 
fefctc biefe* in bie britte ©teile, unb fällte ber JRegel gemdfi bie beiben folgenben 
©teilen mit ben beiben no$ übrigen dementen 3 , 4 fo~au* , bajji auf ein l>6^crc3 . 
nie ein niebrigere* folgte, fo cntflanb bie nd^ftytycre jgorm 12534» SJon biefer 
wirb, ba bie vortefete ©teile- er&tybar ift, 12543, w> tt M*fta- 13245 We n4^6berc 
fepn «♦ f. w* /Die Siegel fann feine 2fo*ua&mc erleiben ,' wenn au$ unter ben Ele- 
menten fol$c Dorf ommen, weld&e ibentifefr flnb, &♦ SB* von 1 12334 iß 1 12343, von 
biefer 112433, von biefer 1 13234 bie n4$ft&tycre u. f. f. Wtan wirb alfo nun im 

3 
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©taube fepn, febe beliebige 2Keitße von dementen ju permutiren, tnbera man juetft 
bte ntcbrtgfte fform bübet, unb au* tyr fuccefftv> bie frieren bi« jur $6$fien ableitet 
3n ber.&6c&flen gorm barf, ba feine ©teile me$r er$tybar fepn fann, nie auf tin 
ufebrigere« Clement ein f)bf)ttti folgen, b. b- fte muß bie (Elemente in natftrli$er 
aber trntgef elfter ©rbnung enthalten, »tyrenb bie nfebrigjle gorm alle €lemente in 
natürlicher golge aber wm niebrigften bis jum baffen aufffeigenb in fty begreift, 
©ollen j, 83. bie (Elemente 1235764 permutirt' »erben, fo tft 1234567 bie niebrigfte, 
7654321 bie t)t>d)fo gorm; eben fo iß bie niebrigfte $ermutatienftform aus ben Gte* 
menten 11232343, 11222334, »<tyrent> 433222 11 bie §i$ftt ijr. 2>er Snj&egriff 
oller 1>ermutötu>n$formen txt Elemente 1, 3, 3 tft j. 83. folgender; 

123» *32, «>3i 231, 3*2, 331 = P[t..3] 
Sie $ermutation*formen von 4 vergebenen dementen i, 3, 3, 4, ftnt ferner 
folgenbe: 



P[i..4] = 



fferner ifi: 

P[i..5l = 



Serner tft: 

P [11233] = 



«34, 

'423» 
23H» 
3124» 
3412» 
4213» 

i»345» 

"534» 

13425» 

H235» 
H523 / 

»5324» 

21345» 

"233, 
i23'3. 



1243» 
1432, 
2341» 
3142» 
3421, 
4231» 



1324« 

2134; 

2413« 
3214» 
4*23» 

4312/ 



1342, 

2143» 
2431» 
3241» 
4132, 
4321. 



12354» 

12543» 
13452, 

J 4253» 
H532» 
15342» 
21354» 

11323» 
«33 r » 



12435» 

13245» 
13524» 
14325» 
15234» 
15423» 



"332 
i3 t2 3 



12453» 

13254» 
13542» 
H352» 
15243» 
15432, 
5432*» 

13133, 
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«U33f a»3>3/ 31331, 23113, 

*3W, 23311, 3"23, 3"3*» .-..-. 

31213, 31231, 31312, 31321, . 

33«3> 32131» 3»3"f 33Ji«# 

i, • 331«* # -339"« 

serner: 

P [iaa3i. — 1223, 1232, 1322, 2123, ; 

2132, 2213, 2231, 2312, , ' 
2321, 3122, 3212, 3221. 

. . *ß<tt man aus gerotffett gegebenen Elementen, ßtityvitl, ob barunter gleite 
ttorfomgten, ober ob fte oQfc tum einander Derfd^ieben ftnb, alle f>ermutation$förmen 
gebildet, ober jebe miglicfce jolge, worin fie treten tonnen, bargeflellt, fo muffen 
tiefe fol^etoerfd^tebenen gormen, wenn man fte tuifwdrW litft, au$ ^erf^iebehe 
folgen barbieten, beim nur biefelben gönnen (innen, wenn man fte rucfwdrt* 

ließt, audj> ba tiefelbe golge &abem JHeßt man alfo äße formen, an 3a$l = N, 

> . . , 

fcie $ä) airt gegebenen Elementen erzeugen Finnen, rfitfroärtö, ober treffet man fte 
fdmmtlufc W, um fte bann wie. gew6&nlicb ju lefen, fo wirb man N folgeoer* 
f4>i ebene gormen lefen, bie fid> aitd jenen gegebenen Elementen erjeugt $aben, unb 
ba ft$ auS biefen nur N spermutationSformen erzeugen lajfen, fo Jolgt, baß man fte 
alle gelefen, fcabe,. unb baf tn jebem Snbegriffe aller möglichen 9>ermutation8formen 
auS gegebenen Elementen einer jeben gprm nodj eine anbere correSponbiren werbe, 
»elc^e, wenn m$n fte rfitfw<lrt6 lieft, biefelbe iß. <$at man jebergorm \aui P[i^n] 
ein rte* Clement aorgefefct, wel#e* man burc&.r.P [*••"] &«aw&nrt, unb lieft alle 
biefe Jörnen tütfwirtS} fo $at man P[i ..n]. r gelefen u. f. w. 

• §. 10. 

ftecurrirenbet Serfa$rcn,''* 

2)urd) eine genauere Betrauung be* tnbepenbenten SBerfa&ren* leitet ft<& fo* 
, gleich eine rewmrenbc. Siegel ab. 
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£>ie niebrigfle gform befrfet tag niebrigfle dement in ber erfien ©teile; gebenft 
man ftcfc btefed weg , fo wirb man eine 9>ermutationSform $aben , bie auS ben übrigen 
dementen gebilbet ifl, unb jwar, ba in tyr alle (Stelen »on be? erfien an, big jur 
fcicfrflen fucceffib fo *iebrig , als migltofr, befegt ftnb, bie niebrigfle, welche man au$ 
biefen (Elementen barfleHen fann. (§. 4.) Stfan erbiete nun jene erjfe 8form fuc* 
ceffit) nacb ben Siegeln beS 9>ermutirenS, bis «He Stellen, außer ber erfien, fo f>o$, 
als xniQlid) befegt waren, b. &. bis in i&nen nirgenbS auf ein niebrigereS (Stement 
ein oberes folgte, worauf man aucfr bie erffe, bis ba^in unwänbert gebliebene Stelle 
angriff, um i$r baS n<!<bftyö&ere dement gu ertyeilen* '2He erfie IDrbnung, ober. ber 
Snbegriff ber fJermutationSformen, welc&e baS niebrigffe Clement in bererjten ©teile 
beftgen, ifl alfo nichts, als ber Inbegriff aller ^ermntationSformen, wel$e tfcfr auS 
ben gegebenen dementen äußer bem niebrigften bilben taffen, »eichen aber' biefeS 
niebrigffe dement oorgefegt iji. Snbem man nun Ui ber inbepenbenteh dfteugimjf 
gur gwetteri jDrbnung überging, alfo bie erfie ©feile mit einem gweiten demente 
erbiete, befegte man bie folgenben ©teilen fuceeffto fo niebrtg, als m5gli$, b* b* 
orbnete bie übrigen demente fo aneinanber, baf nie ein niebrigereS auf ein $6&ere8 

* * * * » 

folgte, man bilbete alfo, um bie niebrigfle Jform ber gweiten IDrbnung gtt erhalten, 
bie niebrigfle gorm, bie ftcb aus ben gegebenen dementen, aüße* bem Reiten, er* 
geiigen Keß, unb fegte ibr baS gleite dement t>or. darauf trotte man alle biefe 

• * * 

folgenben ©teilen fo lange, bis fie fo b^cb, als mSglitfc, befegt waren, b. $. &t$ in 
ibnen auf ein niebrigereS Clement niemals tin (6$ereS folgte, efle' man gur <5r&6$ung 
ber erfien ©teile übergeben tonnte. ©0 bilbete man alfo, um bie g weite Örbnung 
gu erbalten, alle $ermutätionSformen, welche flcb auS ben gegebenen' demente*!, außer 
bem gweiten, erzeugen lafferi, unb fegte äffen biefen formen baS gweite dement' fetbflt 
»or. allgemein, wollte man t>on ber nten jDrbmmg gur n+iten fibergeben, b. $. 
beabfufctigte man, aui ber fcfobflengorm ber nten ßrbnung bie niebrigffe ber n+iten, 
welche i&re ndc^fll>6^cre ifl, abguleifen, fo fegte man in bie erfie ©feile baS n-f ife 
(SUmtnt unb füllte alle folgenben füecefffo fo niebrig auS, als m6gli<b, man erbö&et* 
barauf alle biefe folgenben ©teilen nacb unb nacb, bis in ifynm nie ein &5&ereS de* ' 
ment metyr auf ein niebrigereS folgte, unb $atte bamit bte~$A$fte gorm ber ö + iten 
©rbnung, benn bie na$fty6$ere gform würbe föon wieber in ber erjfen ©teile eerfctyt 
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werben muffen» $t ifi atfo allgemein bte n + ite ©rbnung mä)t$, afö ber 3n6e* 
griff aller $ermutation$ formen, welche ft<$ au» bett gegebenen Elementen , aufler bem 
n + iten, erjei^en lajfen, welken aber ba'3 n+ite Clement aorgefefct ift ©inb n 
t>erf$iebenc Elemente &or&anben, .fo »erben n Orbnungen fcer&orgefcen muffen, unb 
mm $at, wenn allgemein P [r^— ] ben Snbegriff alter S>ermutation$formen anbeut 
Ut, aetye tfcfr au6 im Elementen 1,2, 3...11, unter benen a&er ba$ rte fe$lt, er- 
jeugen (äffen, folgenbe recurnrenbe Siegel jur SSilbung ber 9)ermutation*farmen in 
3ei4>en auSgebrfitft: 

Pti...j = ..P[i^i] + ».P[i~!.j + aPL^+.-.+'rPL^J ••• 

£>ana<S) tjl j. 85. 

P[i,2 /3 ]= i.P[2,3] + aPCi,3] + 3 P[i,»] 

i.Pta.3] = "3» x 3» 
=s ^+ 3 »P [i» 3J = 3i3# 231 

1 \ 

+ 3-PC 1 '^ = 3", 3^1. 
&tn fo tjt: 

P [i, 2] = 1 .P [ 2 ] + a.P[i] 

i.Pfa] = 12 
a.P[iJ=ai 
genier ffh 

Pd',.4] = «.PL^- 4 ] + >P[^j + sPLH 1 ] + 4.P[^J 

i-PL-f 4 ] = I2 34/ 1243, 1324, 1342, 1423, 1432 
•f 2.P[i~±] = 2134, 9x43, 2314, 2341, 2413, 2431 

+ S.Pjr?*] — 3^4» 3142, 3»i+» 3241» 34", 3421 
.+ 4-PL^J ==4123, 4i32# 42iJ, 423*# 43", 4321. 
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oben fo f ft : 

p [tI223l = I.P[I233] + 2P[H23] + jP[lI32] 

II223, II232 r II322, I2I23, 

i.P[r223] =. \ 12132, 12213, 12231, 12312, 

12321, 13122, 13212, 13221 
21123,. 21132, 01213, 21231, 

+ 2.P [1^23] = \ 2I3I2, 2I32I, 32II3, 22T3I, 

223H, 23II2, 23I2I, 23211} 

^ r 

+ 3-Pt"22] = 3II22, 3I2I2, 3I22I, 32X12, 32I2I, 322IJU 

gemct: 

'-.PL^irJ = «345» I2 354, 12435» 12453, 

12534, "543/ 13245» 13254» 

13425» 13452» 13524» 13542» 

14235» H253» H325» 14352» 

I4523* H532, 15234» 15243» 

J5324» '5342» 15423, 15432 

+ 2.P[- 2 ~] = 21345, 31354 25431 

+ 3 ; P [_H~] = 31245» 31254 35421 

+ 4-PL 1 irJ =41235» 41253 *••♦• 45321' 

+ 5-P[rj 5 ] — 5«34» 51243 •..•* 5432i 
Die folgenden Sonnen in tiefem legten 83eifpie(e wirb ber 8errienbe nun föon felbjl 
bilden fömun. 

25a bte gönnen r.P[i.. n ], rurfiodrts geTefen, P[i..n]r batbieten, (§. 9.) 
• fo folgt, wenn man aHe Steile obiger 0Ucurjion$fotmel xhdxo&xtl ließt, bafl 

«P[,..»]==PLi^j.« + PL^]..... + PL i 7 ! J.r... + P[^].n 

eine 9iecurfton$fonnel, welche le&rt, bur# Slacfcfefeen ber (Slemente *n faon gcbübetc 
gormen folgenöe Alaffen ju erjeügen. 



/ 
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3. 8. 

P[i v ..3] = P[»,3l.« + P[f,3].a+'P[i/a3.3 "' 

s 

Pfc», 3].i == 23.1, 32,1 - . '« 

= Wlh3)^ = 1^2, 31.2, 

P[i,2].3 = 12.3, 21.3, 
PC1..4] '= PLl^J. I + P[L^j.2 + P L l^j. 3 + PL^J.4 

PL i X^J»I= 234.1, «43- 1 » 334- 1 » 342- 1 , 423-1» 43 2 -i» 
Ppj^]«* =? J 34-2, 1432» 3!4-2, 34*-2, 4i3- 3% » 43i- 3 * 
Pt^j.3= 124,3, H2-3» 214.3, ,241.3, 412.3, 421.3, 
P[ 1 ^pJ-5= 123.4, 132-4» 213.4, 231.4, 312:4, .321.4. 

» 

' ' ' ~ & 11- ' 

Kon tft inbepratefttcn ^rjeugunö einzelner Crtnunanu 

2tu* >ent recurrfoenben SBerfa&req; fe&en wir, baß bie rfc ßrbnung 991t 
P[r..p], =3 r,p[^2] tjt »ei b*r inbepenbenten »arjtettimg «0» P[i-n] 
leiteten »tr jebe $6&ere jDrbmmg fuccefffo <ro« ber »oyfterge&enben ab / t>esfu$ren alfo 
recurrirenb , »d&renb »it jefct in r . P % [~r J w * inbepenbente Sieget jttr ©abttng 
einet ieben Crbnung t>on P[i..n] ^)aben. 

3. »• bie britte JDrbmmg *on P [1 ..4] *fr — • 3< P pr*J = 3- P [i* »r 4l < 

= 3.124, 3.142, 3.214, 3.241, 3.412, 3.421, 

Die trierte äDrbrainfl eon P [t..s] iff = 4, P LV^J 
• = 4.1235, 4.1253, 41325» 4-I352» 

4-*5 3 3» 4- I 53«» 4-2135» 4-2153» 
4.231&. 4-2351» 4- 3 5 I 3» 4-253I» 
*3 I3 5» WS*f 43215» 4-325I» 
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4-35'2, 4.3521, 4-5 I3 3» 4-5 r 3*« * ■ ' • 

4-52i3i 4-523i# 4-53 12 , 4-532 r. 
eben fo fann man ber goberung, alte formen au« P[r.:*n] inbepenbent ju 
bejttmmen, welche ba« rte dement in ber legten ©teile befifeen, ein ©enäge leiffen, 
benn man (at bafür ben inbepenbenten 2(u«btucf P L^ir 5 1 • r 

3. 23» 7Lüt formen au« P [i v 4] welche ba$ jwette Sr<nt«nt in bw legten 

©teile &e|tfeen, flnb = P[~J^ 

= 1342, 143.2, 'a r 4-2» 34i«2, 413.2, 431.2. 

S. 12. 

©on bec Xnjo^r ber mutigen yerrntttatfoinformetw 

(SS ifl nun leidet, o&ne bie Operation be* $ermutiren« »irflicfc ju &oHjiefcen, 
bie tfnja&t aller §ormen, roelc&e au$ bei: Operation &en>orge&en muffen , fcot&er ju 
berechnen, S3ejei<$net man b(e Ttnjafcl aller 9>ermutation$formen, bie ftcfr au* n t>er* 
ftyiebenen dementen bilben laffen, bur# ba* 3etd^e» S.P [i..n] # fo ttritb «an, ba 

ifl, unb jebe* (Stieb biefer 9teeurfton*formel , beten überhaupt n wr&anben * finb , ben 
Inbegriff ber 9>ermutatiori$formen anjetgt, bie ßdfo mt n— r t>erf$iebenen deuten? 
ten erjeugen, folgenbe SBejiefcung fcaben: 

eine &eeurfton*former jur JBerecfrmmg ber tfnjafcl aller m6glic&en ?>ermufatfon*forttien, 
bie ft# a\i$ n oerfd&iebenen dementen erzeugen raffen. 35ie Regel, welcfre fte avß* 
fprtd^t, lautet fo: um bie arijafct aller f)ermutation8formen au* einer gegebenen 
SRenge toirfli* verriebener demente ju erfahren, muß man bie 2Cnja$I ber for- 
men, »el<&e ftcb aus ber um ein* geringeren ÜRenge ber demente ittben (äffen , mit 
ber 3afcl muttipliciren, weiche mit ber TCnja&I'ber gegebenen demente ibereinfommt. 
33a nun aber ein dement .fty nic&t weiter t>erfe*en Idpt, upb atfo au$ mir tint 
gorm barbietet, fo ijl bie Änja&l aSer fformrn asi* 2 dementen = 1.2, tie ber 
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formen , welche ftcfc avA 3 (gfementen erzeugen loffen, = 1. 2. 3 unb alfo allgemein, 
bie 2Cnja$l aller formen/ welche buttfc ^ermutatibn von n t)erfd)fcbenen dementen 
entfielen, = 1.2. 3..„n. 

* Sie ttnjabl ber burdfr »erfefeung beroorgefcenben formen ^eigt bie 9>ormu* 
faHonS* ober Stofefeung3)abl, (numerus permutatkmis) h>eld>e man fe^t bequem 
bnr<$ ba* Seiten p, Aber xoütyt mftn bfe Xnjaftl ber fitteeffibtn ftactoren fegt/ an*** 
beuten Fann, fo, baß allgemein: ( 

Sp[l-n] = 1. 9-3-. n. ^ p* 

$&ttt man eine gewtffe Tfnja^l, n , Elemente, wovon r geraffte einmal eingenom* 
mene ©teilen behalten, »%enb bie übrigen, ji — r, unter, einanber t>erwe#felt werben, 
fo ifl flar, baß bie tfnjabl aller möglichen Somplexionen, ba nur n — r Stellen t>or* 
franben ftnb, mit benen eben fo Diel oerftyiebene Elemente wec&feln foHeri, = 1.2*3... 
(n — r) fe^n muß. 

$at man nun au$ n (Elementen / unter benen fidE> r ibentifdje beffnben , wobei 
Vit übrigen aber alle »erf^ieben von einanber ftnb, ade 9>ermutation8complejrionen 
ge&tlbei, fo müßten in jeber berfelben, wenn man ffd> bie r gleiten (Elemente al* 
&erf$ieben wn einanber benfen wollte , tiefe noeb unter fTd> oerfefct »erben , faM 
man ade ßomplejionen au8 ben jefct fdmmtlicb »erfebiebenen Elementen erbalten > 
wollte. Singirt man baber bie TChja&i ber gormen, welche aui n (Elementen, unter 
benen fl# r ibentifc&e befinben, bertwrge&en, inbem man jte = N fegt, unb gebend 
man ft$ jene r (Elemente je&t al$ wfc&ieben, fo werben au* ieber ber N formen 
1. 2. 3..r ntut entjie&en, unb bie f<imtli$ ^eroorge^enben formen werben aföbann 
= i.2.3*.r.N feyn, in welchem galle man aber n gdnjlufr oon einanber »erföies 
fcene demente 1)ittt, beren f>etmutatfon$ja$l = 1.2. 3... n ifl, man fyat fca&et 

1. 3. 3... r.N = 1. 2. 3...D a(fo 

o 
I. 2. 3...T r ,, 

»eftnbtn ftcfc nun alfe au@<r btefen r gleichen Elementen nod> m tbentifefee einet 
aabera *tt unter ben n Begebenen, fo ftnbet man ibw 3faj«# burd> biefelben ©dgilüffe 

4 
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__ i« 2 . 3 *»♦ n p 

"""* I» 2 ♦ ♦ r» I. 2 ♦ ♦ m """ * m* 

p.p 

U) f* W* I ; ' * 

©inb n. Clement* gegeben/ unter betten ft$ r gleite ibefiu^en f wobei aUt 
.*i>\? übrigen n— r aue{> unter ftcfc ibentifö jmb, fo tft bie .3Cnja&l aller nriglidfren gor* •' 
men, welche bur# SBerfefeung au6 t^nen &er&orge$en tonnen, 

■ I» 2» 3 ..♦♦ n 
x,2«.. r* 1*2 ♦ .• (a-r) 

ri»(n-l).(n-2) ..♦(n-(r-i»/(tf-r)M* I 

r* (r-l) ♦ ♦.♦ l\ (n-r).(u-r-i) ♦•• i 

n 

_ n;(n-i) t (n-8),..(p-(r-i)) p 

— i% (r-l) ♦ ♦♦♦ I * *-* 

PP 

gfir .3a$len tiefer Ztt 1)at bie 2Cnafyffc, tyrer SBic&tigfeit wto- tyre* ifteren 
©ebrauc&S wegen ein einfaches 3etd&en eingeführt, beffen Urfprung jeboc^ erjl 
beim ©tubtam berfelben Kar werben fann. Ca wirb namlicfc allgemein ber 2Cu8brudt 

bigen SSejiebungen unter biefen 3a^Ien, (Sinomialcoeff icienten , ftgurirte 3«&Ien) 
gehören in bie SCnafyftS* 
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SB o m <£ o w J& i n i t e tu . 

... 

S, 13» 

»cm (Sombfniren im 2Crigeme{nen. 

@oQ cS, bei einer 9?eif;e t>on Elementen, noefc eine jweite combinatorifd&e 
Operation geben, fo ift notywenbigerwetfe erfoberlicfr, baß We Gomplw'one» nid&t 
alle bie nemlM^en ßtenente enthalten', benn ib biefem gatte fann $3erf<friebett&ett ber 
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Vertuen nur in ber flefft geinberten folge befielen, elfo burc^ f>ernwtatton (erborge* 
6«K(t werben, Sombiniten ^etft; au$ eitm gegebenen ; An ja(rao* 
Elementen jebeSmal eine b'ejtimmte 2Renge (ert>or(eben, fo,. ba£ 
baS etnemat ni$t fc(te<(ter.bing8 .bie nemlidfren Elemente jum JBor* 
f 4> ein fommen, al* baö anberemal, unb baß auf tiefe SBeife alle 
miglfd&en fo. entjlefjenben forme« erjettgt werben* 

<$<bt »An au* \ben Elementen x,'.&, 3, 4, 5 bie- ©fernen** 135 ba* etnemal, 
513 ba* anberemal (ert>or,, fo »erben, tiefe formen ber 2>*fmition ber -Operation 
gem<$j$ nid^t -al* t>erfc(ieben angefe(en »erben f innen, benn beibe enthalten bie mm* 
lid?en Elemente. tfenberung ber folge ber ©lemente bringt Feine 83erfc(ieben(eit. ber 
formen (er&ot* 25a e* nun alfo gfei$ iß, toel^e folge bie demente beobachte«, 
fo fc^etnt e* beim erjien ÄnWirfe fc$werju<f*9n,i>S&ere formen t>on niebrfgeren .ja 
Unterseiten , ja, man ?6nnte auf bie 2$ermut(ung geraden, bie lertcograp^tfc^e 2fa? 
orbnung (ter nid)t anwenben ju Wnnen; beim %at meto j. 83. bie beiben wirflic|> t>er- 
fefriebenen <5ombination*forn>en 125 imb 134 bertwge(oben # . fo wirb man bie fcgtere 
freiließ (6(et nennen , al* bie erflen, öer&ibert. man* jeboxfr btefe:, tnbem m<w ba* 5h» 
Clement in bie jweite ober erfJe ©teile fefct, woburefc bie form ber.2)epnWoÄ gemdß 
biefelbe bleibt, fo wirb ba* ttrt(eil gerabe entgegengefefet ausfallen. Sebod^> erhellet 
auf ben er(len 83lid, ba nur bie t>erfc(iebene folge, in welche. bie Elemente einer 
ßombinattonScomplerion tMm fönnen, berl;inbert, ftc( ber lejricograp(ffc(en Änorb* 
nung unmittelbar ju bedienen/ Jbajj. ei % , n$t(ig . f ep , irgenb eine folge ber @le* 
mente beliebig, aber barauf unabanberlicfc beibe^altetib anjune(men, um bie fe§ £in* 
bernif au* bem 2Beg* ju räumen* 

SDie frage, welche folge ber Elemente bie einfache ift, beantwortet ft$ leitet 
83on allen .9>ermutation*formen fann man bie niebngjte ober bie (ötyfte, wenn e* 
•barauf antommt, 'fJe für fnf> ju bilben/am lei$teftat erzeugen, unb ba e* immer 
ttMpterifh (uwuf, al* ! (immter' ju^ä Wen, fo -(et ,rtim Wt 2Cnna(me ! g^na^t* baf 
Jebe 6*tabtnatfon*frmr oon allen tOer fangen , bie fre geftottrf, in bcr.^iebrigftm 
erftyeine«, b.«V btfjM* i(r nieanf ein (6(ere*, Clement *<n nfeb*ig.ere* 
feigen f olle. 3c$t ift e*- aCfof Mäjt, (6(ere4inb meäbrigere Sombinatioitfcontyfoite 
nen *on dttanber ju iinterf4>Äfaot? eine form, -tHe ein etßed, aweite* ittnft f&ttfbe* 
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Cfemeni entydft, wirb niebriger feptt f aW fold&e* toefafte ein jweite*, brittei m$ 
*ierte* Clement In. tf$ begreift, benn bie erjle wirb na$ obiger Annahme fo: 195, 
bie anbete fo: 234 geförieben» 

S&ai nun ba6 Silben ber Wonnen felfrfi betrifft,- fo tfi e£ gemattet, brei &er* 
fcbiebene 83orau«fefcungen ju machen, entroeber bie demente bürfen fty nit&t uneber* 

t 

boten, b« 1). e$ barf in einer Gomplerio« iebed Clement nur einmal wrfommeii 
(Kombinationen bei verbotener SBieber^olbarfeit) ober bad SBieberfcolen 
ber demente tfl unbebingt gemattet, b. $. man barf iebed Clement fo oft fe^en, att 
efr^ie Äiaffe erlaubt, (Kombinationen bei unbedingter SBieber(olbarfeit) 
ober enblicb, bie SBieber&olung t(i bebingt gemattet, b. fr. e* ifl bei jebcm demente 
befonbert angegeben« Wie oft e* ft<b b&cfrjten* »ieberbolen Idßt. (Kombinationen 
bei bebingter SBuber&olbarfert.) Sie betten crjien gitte ftnb bie bei weiten 
»tätigeren. 

2fbfira$irt man t>on ber Summe , welche bie demente jeber Jform barbieten, fo 
beißt bie Operation Combintren überhaupt, Combiniren an ficfr, flehet 
man hingegen auf jene Summe, fo nennt man bie {Operation Combiniren )u be* 
fixmmUn Summen* 
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$. 14. 

Snbepenbetttel ©erfaßten, 

jDte niebrigffe gönn ergiebt ftcfr ., tnbem man bie Stellen fucceffib fo ttiebrig, 
<*W tniglub befefct (§« 4). SDie < niebrigfte gorm, »elc&e ftcb au* bei* dementen: 
^2,3,4,5. jur Ätaffe 3 bitte« tfft, ift 123, ntkn fegt in bie erffc ©teile baS erfe 
in bie jwette ba* trotte Clement u. . f* w. bf 4 bie Älaffe erregt ijh Um au^ einer 
Combrpatum*fonn bte nifyfotym abzuleiten., Jaben ttir bie allgemeine (Regel, (§♦ 4) ^ 
imb H ftomt $ier nur no<{r barauf ttn, jujetgen, »tl<$e ©teile überhaupt er$tybar ijt 
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^at man twt etat er$6fret, fo mfiffen bie folgenben ©teilen na<£ ber Sieger 
im 4tttt §. fo utebftg, al* e* bie fDpetation erlaubt, befe^t werben; tiefe* »efegen 
muß aber nacb ber Annahme im vorigen §. unfehlbar fo gefefrefcen, bafj babureb in bir 
$orm nie tin niebrigere* Slement auf ein f>6bere* folgt, b. b- bie folgenben Stemmte 
mftffen alle btyer fepn^al* ba*, womit jene ©teile erböbet würbe, follen alfo bei 
biefer »ebingung bie folgenben ©teilen fo niebrig, al* m6glitfr au*gefällt werben, fo 
fegt man offenbar in bie ndc&jlfolgenbe ©teile bat näc&ftbobere, In bie barauf folgenbe 
wieber ba* näc&jibtyere &on jenem Elemente, u* f. f; bi* alle folgenben -©teilen au$* 
gefällt fin&v ©oU alfo überhaupt eine ©teile er&tybar fet>n, fo ifi, bie legte ©teile 
ausgenommen, niefrt allein erfoberlicfr, bajre* notb ein frtyere* Clement gebe, aii 
ba*, welche* in i&r fiebet, fonbern, baß aueb noeb fo oiele fucceffi* bösere »orbanben 
jtnJi, al* uad&folgenbe ©teilen beren fobern* #at man j. 83* au* ben etementen 
Mf3*"6 bie gorm 1235 erjeugt, fo (ann iebe ©teile fcerfelben er$i&et werben, benn 
man wirb im ©tanbe fet>n , bie na<frfolgenben ©teilen fuecefffo noefr &6b*t &u befegen. 
$atte man aber au* benfelben (Elementen bie gorm 1456 gebilbet, fo fönnte bie legte 
©teile nic&t btyer befegt werben, weil e* fein fctyere* (Slement giebt, al* ba*, wo« 
mit fie befegt ifi, bie britte ©teile würbe er&*brt werben f innen, fall* ftcb bann noefr • 
ein öftere* Slement twrfdnbe , womit man bie legte ©teile ausfüllen (6nnte ; eben fo 
ifi e* mit ber feiten ©teile, fie würbe mit einem fünften (Elemente erb&b*t werben 
ftnneri, wenn man bie beiben legten ©teilen %&f)tv auSjufütlen im ©tanbe wäre, b* $♦ 
wenn ftcb ein fiebente* (Slement unter ben gegebenen befdnbe« SDie einjig er$*$bare 
,©telle ifi bie erfte, benn wenn in fte ein {weite* Clement gefegt wirb, ifi man im 
©tanbe, bie 5 wette« ©teile mit einem britten, bie britte mit einem inerten unb bie 
legte mit einem fünften demente au*juffiBm» Stadlern aber biefe* geföe&en ifl, 
fo fann in ber entflanbenen gorm 2345, fogleicfr bie legte ©teile erbtet »erben, in» 
bem man ein fe$8te* Slement b ine in fegt u, f» w. 

C* tft nun alfo leic&t, alle Goipbuiation*formen auf einem tnbepenbenten 

* 
SBege ju erzeugen* SBirb j* 85* gefobert QU..5] ju bitten, fo ifi bie niebrigfie 

ffonn 123 9 barauf wirb bie legte ©teile erfcibbar feyn, welc&e überhaupt jebe*mal 
ba* b*<bffe Clement amtffmtn tonn, weil e* leint fi>4terc ©t*llen giebt, welche 
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f)6^ere gfemente fob«rn. Sie jiveü«' ©teile fann #er $6$ßen6 «n uterte* Clement 
annehmen, weil.ba« fftnfte für tie lefcte ©teile aufbewahrt »erben mnf ;: eben fo afrb' 
bie erjle ©teile föfyftmS ein brüte* dement befomnten ?&nneit. 
iDie Somplerionen ftnb baffer folgenbe: 

CTC 1 »^ Ä 123, 124, 125, 134 ' 

135» H5» »34» "»35 

. . 2 45» 345- 

getnet tjt: . 

3 

(J x [i..6] = 123, 124, 125, 126 

134» 135» 136» J45 
146, 156, 234, 235 

236, 245, 346, 256 

345/ 346» 356, 456. 
ferner: ... 

4 ,- ....... 

(J*[t,.6] = 1234, 1235, 1236, 1245 

1246, 1256, 1345, 1346 
1356/ 1456, 2345, 2346 
2356, 2456, 3456. 
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C % [*»5] = I2 » 13» H, 15, 23, 24» 25, 34, 35, 

5 

C C r -8] *= "345» ra346f 12347, 12348 

12356, 12357, 12358, 12367 

12368, 12378, 12456, 12457 

12458, 12467, 12468, 12478 " 

12567, 1*568, 12578, 12678 

13456, i3457f 13458, 13467 

13468, 13478, 13567, 13568 

13578, 13678/ 14567/ 14568 
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14578» 14678, 15678, 33456 

33457» 23458, 33467, 23468 

• 33478, 33567, 23568, 33578 

33678, 24567, 24568, 24578 

34678, 25678, 34567, 34568 

34578; 34678, 35678, 45678. 

C'Cl.ö] = 1, 2, 3, 4, 5, 4. . 

1 

SBenh märt äffe GontbinationSformen, bie aus gewiffen ßlementen tn&gttc^ ftrib, 
rfi<fw<$rtS ließt, fo wirb man' offenbar gleichfalls alle gönnen getefen l>aben, weld>e 
bem Snbalte nacb wrfcbieben , aus jenen Elementen gebilbet werten f onnen. 35a 
aber in ben SombinationSformen auf ein oberes ©fement mz ein niebrigcreS folgt, 
fo wirb man, beim dtüd xoixt Slefen ~ber formen bie umgefeb^e £>rbnung antreffen, 
e$ wirb in itynen auf ein niebrigereS (Slement nie ein t)bf)tn$ folgen, fte werben aw$ 
ben Qe&tUntn Sleinenten i.2>.n gebHbet erfd^einen, t>on. benen man baS fybfyp, n, 
als niebrigjieS, baS erjie als böcbjieS betrachtet $at* Siefl man alfo bie Sormen 

k^ h^ > 

C'[i**n] uufwärts, fo wirb man C'E 11 ** 1 ] W* n # { i* ferner ben burd; C'L 1 -- 13 ! 

k 3 ' 
angebeuteten formen ein dUment, r, wfgefefct, ivC[i..ii], fo wfrb mm Beim 

k 

9M(fw<$rtStefen G x [n^i]r gelefen ^abeti «♦ f. f. 

' . . $♦ 15» 

Sttcurtirenbe* SS erfahren. 

Um ben ttebergang t>on ber inbeyenbenten SSeflimmung jur recurrirenben ju 
machen, ift .es nM&ig, baS JBerfa&ren bei ber etrflen genauer ju erwägen.. 

SDie niebrigjie 2form entbielt bfe fucceffto niebrfgflen ©lemenfe, Dorn erjten an 
ummterbroebeft fort, bis jubemjenigen, welcbeS mit bem Älaffen * Cnrponenten gleid;* 
triel ©n&ettetr in ft$ fflfof ♦ ®ebehft man ftdg> t>bn biefet tfiebrigjfcn gorm baS erjie 
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QUmtnt weg, fo bleibt eine Sorot ber nicfcjhiiebrigfren Waffe übrig, wel<be bie nie- 
brigjiert (Elemente außer bem erjlen, 2^,4.. f in fuccejffoer ffolge entb&t, b, $. bie 
niebrigjle Sorm ber ndcbjhiiebrigeren älaffe auf bat anfänglich gegebene« (Elementen, 
in ,benen aber ba* niebrigjte niebt mebr twrfam. Starben, man nun bie mebrigfte 
$orm gebilbet b^tte, erbiete man fie nad) unb naefc, wobei: man, ef?e bie erjte, mit 
bem niebrigfien (Elemente befefete ©teile jur (Erdung gebogen würbe, ade folgenben 
Steilen, nacb unb nacb fo boeb befegte, als mfiglicb, &• &• mm bilbete, um bie nie» 
brigfie Orbmmg ju erjeugen, aüe GombinationSformen jur näcbftniebrigeren älaffe, 
au3 ben nemlicben (Elementen, außer bem niebrigfien, unb fegte alleit biefen formen 
jene$ niebrigfle Clement t>or* 3n ber Operation weiter fortge&enb, er^d^ete man nun 
aueb bie erjte Stelle ber fjorm, inbem man ibr ein jwetteS (SIement gab, unb bie 
übrigen Stellen mit fucceffiu b&b^ren (Elementen befegte, wobur$ nacb §• 4* Wc nie? 
brigjie Sform ber&orgebracbt mürbe, melcbe ftdj $ur anfänglich gefoberten Jtlaffe, unb 
au* ben gegebenen (Elementen außer bem erflen bilben ließ« 2)iefe gorm er£6$ete 
man nun fueceffiö, bis feine Stelle mebr erb 6 & bar, b, &• 6i* bie anfänglich ju 

wlljie&en gefoberte Operation gefcbloffen mar« SBirb alfo allgemein {/[i..n] gefb* 

k-i 
bert, «fo ijl bie erjfe IDrbnung biefer Älaffe = 1. Q % D*..n], unb ber Snbegriff alet 

k^ . 
übrigen formen wirb = C*0*<* D 1 [**«• ^ an M Alfo folgenbe partielle Sie* 

curftonöformel: ' 

k k-t k 

k 

jBiefe 0t«gel fann matt mm au$ auf ben jweitenStyett btf *u*btu<W C*£»»'« n ] ««* 
toenben, unb man fatt 

^ k "* k ' 

C t3.-«] =3.C , [ 3 ..n] + CC3..°] 

fubjtituirt man tiefen fiBerty m ben erflen *u«bru<t, fo ijl: 

wobei e* gejiattet ijl, ben legten Xbett »iebe« eben fo ju btteetpiren ii. f. f. fc« 
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lefcte XuSbrutf wirb immer webet eine kte Älaffe feptt, welc&r burd^SiScerption jebe*« * 

mal in jwe( Steile jertfUt, t>on benen ber lefcte wieber eine kte älaffe anjeigt. fWan 

fet) allgemein naefr r folt&er Verkeilungen auf 

k k-i k-i k-i 

C .[(r+l)..n] . 

{je!omtoen„eS foU unterfuc&t werben, wie groß r frityltenS werben famt. 2)ie 2Cn* 

ja&I ber ©temente in jebem ©liebe ber gönnet, woraus .ft$ jene Jtlaffen*3nbegriffe ' 

bitten foHen, nimmt mit iebem ©liebe um eins ab, eS ijl aber erfoberlicfy, baß tiefer - ' 

(Elemente nk^t weniger werben, als bie Älaffe, wenn ber 2faSbrucf nid&t etwas Un* 

miglic&eS fobern foll. 3jt alfo bie 2Cnjai?r ber Elemente nod) fo groß, als bie Älaffe, • 

fo ifl .ber XuSbrucf no$ reel, fobalb bie Älaffe größer wirb, imaginär, Sie 2fajafcl , 

ber. demente in bem 2Cu6bru<fe r. C % t( p + 0«- n L *f* *&** n — r, ifl biefeS / 

k-i 

= k— i, fo tjl r"C[(r + i)..n] baS lefcte ©Heb, welcfre* mJglicfr i#, beim 

k 
alSbanti tjl k, ber Älaffen * Cjrponent beS (SrgdnjungSgtiebeS ~C % t( p + •• °] 

größeres n — r. 3ji aber n — r s k — i, fo ijl r = n — k + i f folglich 

- k-i 
ijl baS lefete ©lieb btt SRecurjionSformel =^(nr-k + O-C % [( n_ k + 2 )« n 3 

unb fie felbji wirb folgenbermaßen auSgebrucft : 

k k.i, k-i k-i 

k-I 

4 

SBirb nun j. JB. C % t x - 6 3 fl«f*«*# f* *i»<* ff* W«f« Äla ff e na * i ener Äccuts 
fjonSformel fo: 

A *5 5 3 ' ' ' 

Cd- .6]= t.C&"*3 + o.Ct3-« + 3CC+..6] 



^ t 






/ 
/ 
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3 

i.C' [»•.*] = I3 34» 1335/ I2 3 6 » "46 

1246/ 1256, 1345, 1346 

1356, 1456 
5 

+ a *C*ß««*] = «345» 3346, 2356, 3456 
3 

+.3«C % t4..fl = 3456 



2>crn«r: 
3 



i.TTC»»fl = 13 3i ™4# ia 5i »34» »35» *45 
= { +a«CC3"5] = «34» 335, 345 

a 

+ 3.CU.5] = 345 

Heran : 

C[i.. 7 ] = i;CD»-73 + »«Co-?] + 3CC4..7] +4.CC5..7] 

3 



i.Cfr-73 = 



+ a.Cö-7] = 



1334, 1335, 1236, 1237 

11245, I3 46, 1347» "56 

,1357, W67, 1345, 1346 

»347» 1356» 1357» 13^7 

"456 , 1457» H671 »5^7 

3345» 3346, 2347, 2356 

I2367, 2367, 2456, 2457 

2467, 2567 



.-t 



+ 3-C'[4"?3 = 3456, 3457 , 3467. 3567 

3 

+ 4«.CtS"fl' — 4567- 



SBom <£omHmretu I. SomMniren an fid^; 35 

Statt $4tte «ibtt jene partielle StecutftonSfonnet : 

, k k k-i s 

au$ fo in tint twHfommene umwandeln f innen, inbent man jebeSmal ben Sfc&eil jerlegt, 
welt&er Me um eind niebrigere Älaffe entölt, bann ijt: 

k-i k-i k % 

gerner: 

k-a k-a k-3 

. 6* ift alfo: • 

fc % k k-x k-a k,3 

C[i-n]= C [*.♦«] + i-C[3- n 3+ i^-C % [4-o]+ i-«*3C , C4- u ] 
€* foH nun ganj allgemein imterfuefrt werben, wie weit bie SMftcerption fortgeführt 
werben farnt. 5Wan wirb nad> r DiS'eerptionen , wenn man jebe*mat ben SE&eH jer- 
legt M; weM&er bie niebrigere Älaffe enthielt, auf • 

k-r k-(rfi) 

gef omtneh fe^n , iß frier nun k = r + 1 ober r = k —> 1 , fo ift ber Vu*bru<f : 

. ra..(k- 1) CC(^ + !)••»] + xa^k-Ct* + '0..o] 
(Sin 3ei#en, wie C *• f* »• bebeutet eigentlich nur leere ©teilen, werben if)m 

o 

demente aorgefefet, alt )* ©♦ 123 C'C 1 ^ 11 ]' f° &*«**«* «* W* $*«»♦ »eltfce bie 
wrgefefcten Elemente bitben> fo tfi alfo 

o 

l3,.k.C' C( k + 0-"] ä 123. *k 

Seiter , al* jur oten Älaffe f am* man nid&t bifcerpiren , tmb man wirb bie Sotal* 
recurftontformel folgendermaßen au*brö<!en: 

k, k k-i k-a 

CC'-»]" Cf2.-n] + X-Cü..ii]+ M.OE4-»].- 

k-r o 

+ l..r CC(r + »)..n] ... i..k. C£(k + i)..n] 



36 Srfter ?t1>Wtitt' Styltet II. 

©o fft j. 8. 

Cti.4]= Cl*»41 + I.C-E3.43 + M.CC4l+««3C 

C'[a..4] = «34« 

+ »-C , Ö-4] =i-34 

+ I3.CC43 = "4 

O 

+ i«3 C' = M3- 

8«tner: 

* 4 3 ' , 3 i 

. CC«--.«=. Ct»..6] + I.CC3-63 + •3.Ct4.6] + la 3 .C , C5i6] 



+ "34 C 



4 



C'[*..6] = «345» «346, «356, 3456, 3456 
3 
+ ««C't3»*] = I -345» J»34* f «356» 1456 

a 



+ »3*Ctei 6 3 = ia ?-5# 1*3.6 

o 

+ ^34-CC 6 l = ,3 34 



SSom Sombinfim I. QomUnitttt an ft$» 37 

ferner: 

CC-73 » C •£«•.?] + X.C&-r]+ W-CC4-7] + "3-C 

C'[9..73 = f s»34» 235, 336, 237 

8 45» 246, 247, 256 

«57» «67, 345, 346 

347» 35«» 357» 3*7 

456» 457» 467» 567» \ ' 

^^ + '.C[3««7] = («34» 2.35» 3-36» 2-37 

945, 246, 2.47, 2.56 

2-57» 3.67. 

I 

+ i2 / C , U««7] =IM» ".5, 12.6, 12.7 

O 

+ i»3 C = ia 3- 

$&ttt man bie golge bet (Elemente in ben SombinationSformen nfc^t jieigenb , fonbern 

fattenb angenommen, fo, baß man alfo ba$ fcöc&jte Crfcment a« niebrifljle«, baS nie* 

brifljie atft ^6d>f?e3 betrautet $<Stte, fo wJren beibe »erfand* *2rfen ganj bfefetben 

geblieben, unb jene urfpr&ngltcb ^erttotfleganflene partielle SJecurfumSformel b&te fofr 

genbc @eftatt ßefjabt: 

k k k-i 

Sieji man aber aKe bfefc formen rucf mdrtö , ober tretet man fle um, fo , baß ba$ 
niebrigfte Clement wieber a(* ba* ftfte, ba* f)5d?fle al« (egted Clement betrautet 
wirb (§• 14), fo ^at man offenbar: 

k k k.i 

C'CL.ri]^ Ctt-Ifn- 1)1+ Ctl-0» -«)].«!» 

eine par Kette 8tecttrfton*formel , werc&e le&rt, tote man biirdfr Slacbfefcen fpdtew 
Clemente ftffcere ^Waffen erzeugen fanm 2Cuc& biefe fRecarftonSformel fann man bur$ 



^riMl 
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fortgefefcte« JDtöeerpiren in eine »oWommene »emxmbefa. ®i6cerpirt nttftt juerf 
jebe*mat ben Sbeil, welker biefefoe Stoffe entfttit, fo ift juerjJ: 

Cci..(n-i)] = Cd-fr- »>] + C^-fr -»)]•(»- I) 

gerner: 

k k-i 

C C' - <n - »)] =* Ct« • • <« - 3)] + Ct*" fr - 3)]«j(n - «) 

alfo jun<S#ft , 

C [I ..-»] =■ C El • • (» - Ö] n + Cd ••<».- 9 >] fr - 

+ Cd ..(« ~ 3)3 fr - 2) + Clt.. (a - 3)] 
wobei ber lefcte 2&etl wieber eben fo btöcerptrt werben fann, u. f. f. 

SRan fet> in ber 3ert&eilung auf: _ • 

k-i 

C , [t..( n -r)](n-(r-l)) 

gefomnten, fo wirb biefer £u«bru<f, welker auJ: 

k 

entjtanben ifl f no$ ben S^ei(: 

k 
CC«— (a-r)] 

bei fi$ fraben. Stadlern nun entließ u - r ju k, ober r = n — k geworben 
iji, wirb ber (efcte SEfecit ber ganjen 9tecurf!ondformeI: 

k-i k 

CCi-«.(k + i) + Ct'-klr 
k 
beim wollte man CTt 1 " 1 ] noc&-biSeerptren, fo entfielet: 

k - k-i 

Ctt..(k- 1)]+ C [«••*- 0].k 



Tooüon ber erfte Streit UmnftgHcfcö fobert, ber jweite aber mit C C 1 
ift. 5Ran bat alfo folgenbe Sotatrecurftonöformel : 



• • 



k] einerlei 



y 
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i 

1 k-i k-i 

C[l.-n]Ä.G V [^-<a-i)].n+ CC?-( B -«)Kn - «... 

k-i k-i 

+ Cö^fr-')1("- (r— x))...+ Ck'-C 1 - •)]*• 
nacfr weicht ft# folgenbe Seifpiele leicht ergeben: 

a » i i i 

C[f--4l = C[i-3]-4 + C[i..»]3+ C[i].a 

i 
Cti..3]-4 = «4» M» 3-4 

- 1 

185 1 C % [i-»]-3 — x -3r »-3 

I 
C'[l].3 = 1,9 

«JA 

' a 

+ L [!..»]. 3 

I ■ , ■ 

C[i..6]. 7 = fi»-7/i3-7, 14-7/ '5-7» 

»6.7, »3-7* **•?> «5-7» 

»6.7, 34.7» 35-7» 36.7, 

45-7» 46.7» 56.7, 

+ C[i..fl.« « ( ,3 ' 6 ' I3 * 6 ' I4 * 6 ' I56 ' 

33.6. 84.6, 25.6, 34.6, 

35- 6 -> 4S- 6 » 

a 

+ Cti.«4].S =. *9«5» »3-5» 14-5» 2 3-5» 24.5, 34.5, 

a 

+ C[i..33»4 = ia«4» »3-4» 334* 
+ C[i/S].3 = 12.3, 



40 



€rffct mitritt »apitd IL 



/ 



C[i..d = C*C»..43'5 + C C'»33-4 + C [i..o33 

2 

+ C*[i»4]-5 = ia -5. "3-5» »4*6 1 »3-5» «4-5i 34-5i 

— \+ C[<.-3]-4 = , I2 -4» *3-4» »3-4» 

a "... 

+ CiL. 2]. 3 = » 2 -3. 

3erlegt man aber jtteSmat ben SS^cit ber §orme(: , ... 

k k^ V-» 

C*[i..n]'==' C* [«••(« —'03 + Ct«f(n !- 3.»» 

weißer bte na^ftniebriaere Älaffe anaeiflt, ,fo erbdlt man, ba 8««*: 

k _! k-l^ k.» 

C % [i ••( n — ')3«n = C [i.-(n — a)3n + C [!..(« — «)3.n-(n — 1) 

barauf 

k-* k-a , 

C [1 . . Ca — a)3 a. (u — = C [1 .. (n — 3)3 (n — 1) n 

+ C*[i..(n — 3)3 (n — *) ( n — On 
tjt, bat Ktäbtutf: 

k k k-i 

C[i..n]= C[r..(n— i)3 + C[l..(»-»)]>» 
k-a % k-3 

■f C[i •• 0» — 3)3 (« — On + C [t .♦ (n — 3)3 (d — «) (n — i)n 
9la$ r 3M$cer:ptionen wirb man auf ben Vuftauf: . . :. 

k-r 

C'Ci.^n — (r+ i))].(n — (r — i))...n 

k-(r+0 , 
+ C [i..(tt — (r + l))3.(n — .... (n — O-n 
gefommen feijn, welcher jtcfr, wenn k = r + 1 ober r = i — t ift in ^ 



C [i..<n — k)].(n — (k — a))...n + C[i..(n— k)] (n — (k^ l)...n 

»erwanbelt, voo ber legte SE&eü nur anjciat, baß b« k (glementt, n, n — 1, 
n — 2, ... n — {k — 1) für ji# als gorm gefefet werben fottetu 
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. *• ■» 

•» ? ' ' » 



Mf fett, betten GKfetot» *>trt «lf* ftfe Stofeecwftetffaalfcr . gefcbi 

fatt» «Mkfr feilet; Wgetbtmwflm ÄWfgebtWt wert« famt: - 
....... ^ ^ ■ Jt_I 

/•• C[t..n] = Cti..(n-i)] + Cjr..(n-a)]o.. t 

k * r " ■ o • 

••'«'•••f tft.V(n-<rt%J)g(a*(r-0)..(ii*i)a ... C.ri~(k-i)<<(a~i)a 



» .' • ^ 



4 



C[n.6] 



*, 3 . 2 i 

■£ C1.5] + Cd -436 + CV .3356 + Cd »33456 

4* C.3456. 

4 

C X1.V5] s= 1334, 1235; «45» »345» 3345- 
+ |J tr..4].6-« 123-6/ 124.6, 1346, 334.5. 
= \ + C:D^3].fi6 = 12.56, 13.56/ ^3.56, ' - ■ 



+ C'tw 23456 = 1456* a.456 



9*0*; 



^+C**345* == 3456 ' 
2, 2 . t o 

C tl-73 = C , [L.63 * Cl'l ..;537 4r-C.67 

* • 

j67 ~3j; 24, 45 ' 

*6, <34# 35 1 36 

45>* 461 56 



/ 






.«r" ^'£ 



\ 






;1 



\ v 



*v -• 



r* 



+vCt l4, 5l;?.. == . l ' 7 ' *' 7 ' W* 4 ?'- 5 7 . 



ßbe wir Mi bei; SJorauSfefctmg übergeben , unter mltytx bte Clemertte aU up* 
bibingt »iebetbolb« «nflefeben werten, woßeri »<t no$ einige" teöirrtrertbe- JBejie* 
W&n tefgen, fcel<&e fa fefcbj «»? to.\>priflen bebwite» laffw, ... : . . 



42 <Stftet K^f^ittv Äfftet U. 

t £>fe ttfrefr&tmng bet Äerfntyfmtg tot Cttmtnte gef<#e$et, frte'wfe frtyer 

angenommen fcaben, buri} Mofe* Xnefftanberfrgen ber demente; 4i*e 80rm> wittfit 
ein erjleg, jwetteS unb toierfeS Clement befinbli$ tff, würbe folgendermaßen geförie* 
ben: 124. Diefe »ejei<&nung tft bet bet SRultipltcation analog, unb btffcft ge* 
wtytt, weil bei bet Xnwenbnng bet £omfrination6lefyre auf bie Vnalyff* We demente, 
wenigfien* im allgemeinen, immer aU gactoren, bie Sonnen felb|i aber alt Zueile 

betrautet werben« Goflte einem formen «Shbegriffe, j. ». G % [t.«n], b. $/jeber 
einlebten gorm beffelben ei* gewiffe« Clement, r 9 torgefefet werben, fo bezeichneten 

wir e< burdfr r.C [Imh], 2>(efe S3ejei$mmft beibehaltend werben wir nun au$ 

einen Snbegriff, wie CT £*••*■]# bejfen gormen alle ein rte<L Clement verlieren 

k k 

fotten, tun* Cd-»] bergen, fo, baß r.r % ti % . m j xinb C [t " n j wi* 

r r 

berfhreitenbe Operation anbeuten, unb allgemein: 

k „*..>'■ . ■ 

L Cr..n] = tjl. 

kti 

r ' 

k k 



• » 



£l«.n]=: TT— * I 



jn 



+ C[L-q] = 



Cben fo tarnet man mehrere ibenKfc&e Clementer w"emi 1te**ut edrantfcr terfofipft 

, r 

werben, ben Dotenjen analog. JDa* hte Clement r maf-gefefet, wirb burdfr h angt* 

...,.•• k 

Uuttt. WSUb bafcer erlangt einem gönnen* Snbegriffe, }♦ »♦ C [i..n], jene* hte 
Clement r mal wt jufefcn , f* beirret man tiefet bnr<* b. C [iv.n}, f# r - ba# :i 
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i ■ » '.i r*« 



';.' : ; f ..J*;; « 



v -*• 



h. Ct 1 -»] 



**i 



m 



. ju..:; 7^ä »i:on •• ' ?;.-.,: j , „ 



u i'f 



.♦« 

»< • 



k ' 



* -* ' C it--»]« 'I V-m J^ 



m 



= h -C [*•♦»] ifr 



L-.. 



j: 



h 



• » 



©o wirb man au$ , um Staunt oitf bem Rapier ju erraten, 

. » * » • * • • * 

k 



, [i . . n] 



bürg 



♦ _ 



Cben fo ijt au$ fa* combittatwif#< «tc^tö. ot^ »ult tw» 8K#<£tm 

Ctae ber SRuftipttcation , (wetyet befamitltcb. bie Gtn&eit ijt) d^nJwiL; 25a« Wd)t$, 

im <5öüu bet «rttynetif foB, tmo ruhigen fofhitira gewif , >ju einer ®t6ße fcin* 

ittgefügt* btefelbe tingednbert fojfen. ©o entfern alfo in biefem ©inne jweierlei 

Arten be* 9l\$i9, toeil e* jweitrier Arten urfoMnglW&er ©rif enwtoitofungen giebt, 

bie Bbbitton ünb bie 2J?uitt>licatfon } ba* 9Hcbtt~affö, toel4~e4 ft$ auf fem SBege ber 

TCbbttion barflettt ifi o,-ba«jenCge aber, toddH* man-tn £&jä&t auf tttnlttpiicatiott 

erftflt ifi bie Cinfceit* ®a* combtnatorifcfce $li$ti tmifj, }u einer fjorm im 

Ginne ber Gombinatu»*le$re , linjttgefftgt , btefelbe nngednbert taffen , tarnt alfo 

nichts anbert, als eine ober berfd&iebene unbffefcte Stellen bebeuten. C$ wäre 

tießei$t nic&t tmjtoetfmifjtg, fftr ba# combtnatoriföe SttyM, berglei^m '). 85. 
o o k' <f V 

CVao, Cci-»]/ °C[i--]/ Vt«..]> Vd..l *** *» * *n 6* 

b ... * 

»iffe« Clement bebeutet , C[o], V[o3# unb bgl. |mb, ein eigne« 3<i<fc» 
einjufi&&ren. 6« ifi ba&er , »ie toir and) f$an oben t&eil* gefefcen b*ben, 

k" ' ■ ' • • ' » » * * 

°C[i..n].r. = r f "Vtf vPl- «3 =^3i li°-.V[i..] = V[r..]tL f. ». 

gerabe, wie im 9tnne ber $ritbmetif : a — o ober a + 9 = *t » • i ober 

i ! ... 



i 



,f 



X * 
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Stafr bitfat tobten # obre nföt- unwi^tigwi jftratejrfittigen tooBtn »fc j» «n* 

Sit fttubm bfe partielle 9tecttrfton*formel: 

k * k "? k » 

C [i..nl= C [i ..(n — 1)1. n + CT[i..X« — Ol» 

rt $ alfo <atd)t 

CT &..(* — 01«s.C*Ci.««] — C [«•.(«— 03«»» ' 
obet» wenft mmt f&r n bm SBertb n + i fe^t # 

fe l k "? .*-,.- 

i/ C&.;»i= Cd -o» + oi — C ci..n].<o + o 

frttwr ffn&ef mar an« Jeher etfftik JBejiefoma, '' ' 



-.•1 » ." k ' .. 

}^ r ,. ■ N1 C & »n] — C [*»(* rr- Ol 

U [i-* Co — Ol = - — -. 






'.h 



'Hl 

•bar* wentt matt fftr k bett ffl^k^ i, imb för n r » + x fefet, 

fea$ 2J -i^ ft^nj =s M»* 

n-.+ 1 

r > 

W*to& niatt bic £iftetyttot«v müQtMt ecßr aBgcIcitcte Styjß&W 

C&mä] ä C ^ImCb f 1)1- GV.n].(n + O 

angiefit, att i$cetr. Sfaifot au§ r tnbent matt jebeSmat betr, welker bie um eittd nie* 
b^ert- Atef!* enffyRt» betfel&ett mite wirft, fo> er&äfc man juetjl: 

*-$ k-l k-2 

C [s-nl^-FOI = C % [l~(n-tri)I.CH-0 ~ €*[*-*]•(* + *)* 

* ■ 

ftetiet ^ft 

k-2 1U2 k-& 

C & - «1 0» + i)* = Cl[r ... (a + i)I (a + i>* - Cit •• n] . (n + i)* 
ti. f. f., alfo tjt juttji: 



/ ' 
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k k k-l 

Cc«.«$=3?G % ci:^» **)J~- Cii-c» + o.i'co 4- 1) . 

l-X k-S 

+ C'ti < . 0»" + i)J («* + if - C& .- n} (0 + af 
0%t «Ott tat &fecetyättt fwt,- fo> wirb mm «$«$ nwfr a fofgtr ätrifpito» 
gen auf folgaitat Vutovud tammtn: ' 

k % k l-f 

C*[i..iiJ= c •*&'.. c«> + tfj — C|>-(«* + i)14b+ 17 +■ ... 

3P«iMi$ h = k— : »> f» ftnb biß Mim fetftftZfteife . 

I o * 



t f 

k-f * « 



» « 



k-l 



*' 



'■ » « J 1 * 

\ .". , .' • — • 1 • ♦., 

tmfr ftljglty fft bte Satairecurfongföaner; 

k , L .• , 1-1 ' 

k-h 1 * • • 

Slecctwenbc: StfKsAmpn^ Weftr %xt ftnb jur «ivttfd^cts JDarjlelhwg bei 
©efoberteit nicfrt $mgnet r weit matt juerjfc »itf UtiKtfföfifoi* frerefptm mttf r um 
Mcft* ^eromfr tmebtr 4tffjfc$rt«i & fc '♦ 

t % ■ . • ■ • 

C'Ci.-SJ =* "3V «4r «äff» 134 

' '35/ I45r »34r «35. 

»45»- 345 

*-. CC^-Sl-S «;— CMBJf.— (r35)r^(i45?/— (*55) 

~ (335)r — («45)? - (*55)# ~ (345) 
- — 056)» — (455) l 



i; 
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:••« 



_ i 



l« « 



^ 
4 



1 ■ J • * ' I 

. -r C*C»fß3.5 5 .«-*. <5$5). . ,,. ; .. .• ' : ; jl 
SlaftbaA man bk gUt^m abet; »ilxrjijieittn&fn formt" gtfen «jnjntx« tstferfefctn 
$at, n^ilt man : ••!•...; 

allein fett eiflentlMfrm 9fyt$en, »eigen äße recmrtratbe Seftimmungcn »erfgaffen, 
gewahren ««<# fk, «He We %ia,eit. . — • . .j- .- • - , .■ i ; - ; ;- 

fci*ceq>irt ma« l^ctKÜ^*«* &*,£$*#, b<? ppttielta JJtanrftoatfower, ' 

k •» " k • k-i , 

»ticket von ber gbitWoten Stoffe k ijt, fp frat man t 

C £i..(«i+i)'3 = C £«••(»+»)] - C Ci..(a+i)].(n+a) . 
ferner: r 

C-Ei..«3-«ä;*- €' t*. «]<»+»>»- •€'[«•"(«•+ «)](»+■) 

9la<|» h-i ;Dt#*etpttonen gelangt » on S° 

l k-i .. k-i ' . - 

C [i..«] = - U««>»](»+i) - Ct«..(n+ 0"].(n+a).'.V 

- C"Ci-.(n+h-0].(o+h) + C[*-.(n + h)] 
JDie Älaffe, k-i, bleibt »<tyrenb ben $i«eerptionen immer tfcfelbe, tnbem bie 3Cn- 
jafcl ber Slemente, au« benen fidt> bie gefoberteH formen bitten f offen, immer grtfer 
wirb; bie SJÜcerption faim a(fo nie 'Uftyctottr fc^tt # «nb jebe* flrigenbe=@lieb tft 
mftgli$ unb barfteBbar, Die $trme( famt -alfo nur »ittfityrlty abgebrochen »erben, 
tmb man $at ba^er für jebe* r, bcn ctSgeutetnett 2Cu$brucF: 



, I 



Wm dtttißiirireft» L €owRitrtar «tt fufy. 
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CCi.»»3 = Ct«..(n+r)] - C[un](n+i)- ... 
-C ; % [i..(n+li-i)l(n+Ü)...- G [x.".(n+^J)](« + lJ 

6c(|t man m bief« gorod för n tat Stotfr o, fo M matt 

■:'. : '-C 1, {i..(r-i)]r , 

k k-l k-I k-1 Nw- 

, ,.. .. ■ . ♦ . • 

-. -'. •;- l-i' "!• ** • * • 

/' - + G-c^-fr-»)** ■ - . 

Die erfreu* ©lieber tiefet Sfccurßbn fmb, fo fange bfe Vngaftl ber Clemento, 
to9 melden fte ftjeugt wtrtom f ollen, «einet ifo j»fe #e Äfofe k- j^ ttnm6glt$e* 

~ k-1 .J - • - r- 

fcrtetmfce Jfu^brödfe; bat ttjfc reelle ®tfeb »fc* Gp[i.*(k-t))^ ftyn, uttb man 
fyit'Mfterr • '"' . . - .7 

L .' ; * k-i k-i k-i - 

•*«:/ ; ... . • • • , • .;. „^: - . .- - 

eine getmel , tft welker wir f$on auf biteefem äBQe gelangt phtt 

$u* tt* utforftttgfie&en Stecurfionefcnrmel fifoft' a»eite»r folgerte »ejle^ang 

tawtr 



k*i 






- Av r n t C[i-(n + i)]-r Cfi-n] 



-f 



I *•■ 1 1 



n + r i 
welche, »te jebe partielle 8?eetnrfton*formel, tomfr Steotytäw i» eine wttjlfobifle 

teroanfeelt »erben fatm. - - : - 
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: t 






B. 93 et unt>.< biegtet . SBtebet^otba tieft* 

(3^bfpe«bcnteö JB*tfa$tem 

35a jebeS Slement fo oft wieberfcott »erben famt, aUT'man xoiü, b. b. fo 
oft e* We Älaffe^ erlaubt , fo bittet fl<# nacb §. .4, bie niebjrigjte San» , tebem man 

alle ©fetten mit bem niebrigjtnt Elemente befeftt. Sie niebrigjfe gorm wn C t 1 • ♦ 5] * 
tji im. $at man , um eine Sform in bie ndcbftbibere £u oerwanbelu , bie ftxStefte 
©teile erbtet, fo wirb man, ba nafy §> 4. bie folgenbeit ©teilen fo niebrig, oft 
mfiglidfr ausgefüllt Kerben muffen, aber bev Ennabnje im §. 13, gemäß, nie ein tife^ 
brigere« Clement auf ein \)bf)ttk folgen barf; äCe itat&fofgenben ©teilen mit bemfet 
ben (Elemente ausfüllen, mit toeld&em'män erbtet bat* £«mtt alfo überhaupt 
eine Stelle erbHbar fepn foll, tft eft nur nit&ig, bafi e8 ein bi&ere* 
Clement gebe, als in ii)t jtefct #at man j* 93« au* ben Elementen 1234 
eine gorm 1 33 gebifbtt',- fo -ioitb bfe itäd&jfyJ&ere %bhk 134 fepn, »fceil bie 3te 
Stelle bie fpdtefte mar, bie eine Crböbung ertrug} bie barquf folgende tft 144, 
toooon bie itäcbjtyö&ere a»§ ijh 



3. 


IB. 








» 






,:••.' * "J 


-.5 : 


* * 


r, « • ' 

1 ♦ 4 


« # 
• • 


11- . • 


1. " 


; : • 


•i.f 


€el 


..4] 


^^^^»» * 


'«.!< 


IIB, 


..M3#: 


114 


•t 


. j 




• 


139 ,'- 


; m, 


1*4, 


133 


# » . « 1 


- 


• 


• 


'34/ 


»44» 


*22, 


2»3 


• 1 

* » * » • 


* 

• • 


• 


\ 


884, 


»33» 


'234r 


844 



r>. 



Semer: 



33»i 334; 344i 444 



t.y 1 



£[t..5] ss 1111,111a, 1113, 1114 

1115» 112»/ "«3» »34 
«35/ 1133, 1134, «35 



/ 
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tiopittt 



1144 

1934 

"55 

1344 

1445 
3233 

3234 

«255 

2344 
3445 

3334 
3355 
3555 
4555 



II45 
1224 

1235 

1333 
1345 
1455 

8224 
2235 

2333 
2345 
2455 

3335 

«JTTT 

5555. 



xi55 
1235 

1244 

1334 
1355 

x555 

3225 
2244 

2334 
2355 
2555 

,3344 

.3445 

4445 



1223 

*233 
1245 

1335 
1444 

2322 
2233 
2245 
3335 

2444 

3333 
3345 
3455 
4455 



■ » 



« • 



ferner : 

C[i, *] =; im, in*, uaa, 1232, 2223. 

Cli-5] = */ *' 3< 4» 5- '• ' - 

6 

C[i] = "im. * • ' • 
fcieji man alle formen, bie an* gegebenen (Elementen gebilbet werben (Annen, 

tfiritoirtt, ober bre$et man jeb«. gor« um, fb> baf *ie~$6dMle Äetife jttr erflen, 

tiefe jur t>6d>ften wirb, fo §at man, tote betten (Sombmationen bei verbotener SBie* 

berfcolbarfeit, alle jene formen wieber; in j»enm itboi) bte (Elemente in ber umge* 

(ehrten JDrbmmg erfebeinen, b, &. in benen nie auf efa niebrigere* (Element ein b&bere* 

folgt, fo, baß jte au9 ben gegebenen (Elementen , in .umgefe$rter {Drbnung genommen, 

gebilbet erfreuten. 2iefl man ba&er bte $ormen: C[^-n] rücfrodrtS, fo f)ot man 
k k ; r _. •*'■ " 

C [« • • *] gelefen, ober umgelegt Wefl man r ♦ C U ♦ • n] äctodrt* , fo fiat man 

k 

C[n..i].r gelefen, ober uingeftk)rt« 



r 
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- qt* c j| r t f:r e.n b e * öetfabcen. 

jDte niebrigjie $orm *nty<U* &«* erfle Elemente, föneibet man 6a* Anfangt 
Clement bawtt ab, fo blüht bie niebrtgfte gorm t>on benenfibrig, welche ftrf) au* 
benfef ben Elementen jur' näcbftborbergebenben älaffe btlben taffen, benn e$ ftnb 
aBe «Stellen fo nfebrig, atemdgftcb befefct. SÖtefe niebrigfte %tm ber anf<ingKe& 
gefoberten JUaffe erdete man naä) unb na$ babureb, baß man alle nacbfolgenben 
Stellen fncceffib fo $ocb befefcte , bi* (eine bon t'bnen mebr einer <&x1)tyvma fabig 
war, ebe man bte erjie ©feffe angriff, um aut& fte jur Crbtyung ju gießen, 9Ran 
Sftbete alfo, um » bfe etjft JDrbnung ber gefoberten Älaffe gn erjeugen, alle €ombi* 
natfon8fo«nen'3tn? : hdcbffitiebtigeren Ätaffe aut benfelben dementen, inbem man 'i^er 
$orm berfclben ein niebrigjie« Clement borfefcte.' Sarauf griff man äueb bte eeffe 
©teile an, befefete- fte mit einem jweiten ßlemente , inbem man alle folgenben tttit 
bemfelben' demente ausfüllte, b. &. man bilbete nad) §♦ 4. bte niebrigfle Sform, 
toelc&e jT<# aitJ ben dementen 2, 3.;. bei tmbebtngt gematteter &iebet&*lbatf*ft ber 
Slemente jur anffaglicb gefoberten Älaffe erzeugen lief. £tefe fform erfcobete man 
nun nacb unb nad>, ibiö jur 5 Julien, fo baß barauS ein Snbegriff aller Gombina* 
tiondformen jnr gefoberten Älajft au8 benfelben Elementen, außer bem erfteri, • ent« 
ftanben. ©0 wirb alfo bfe gefoberte tflaffe aut jwei Zeilen begeben , rootoon ber , 
erfle ber Öfnbegriff aller. Sombinationöformen auf benfelben Elementen jur näcbfinfe* 
brigeren *&iajfe, benen Tamnttli<# ta$' erfle' dement, borgefefct ift, ter anbere ber 3n* 
begriff aller @ombination$formen jur gefoberten jtlaffe felbfi , aber auS ben gegebenen 
dementen außer bem erjien fepn wirb, fo, baß alfo allgemein in 3et$en auSgebrütft, 
folgenbe partielle SRecurtfonJformel entjfrbt: ■ * 

C[i-'n] = i.Ctt-n] + CO-»!"* 

k 

ffienbet man bie Siegel ber 25i*cerption , »elcbe fte angtebt, auf ben S^eü Cl>..n] 
an, fo tjl: 

k k-i k 

C[2-»J = 2-C[2..n] + C[3- n ] 
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Stfret imißxtt. £*|MtoMr„ ; 



ferner: -- 

k k-i k 

Ct3-.nl = 3-C[3>.n] + C[4-.»3 

wejm man tiefe SBertye fubfKtutrt, fo (labet man jtm<J<&#: 

k k-i • k-i k-i . k . 

C[t..n] = l.C[x..n] + 2.Cl2..n] +13.CI3-0] + QU«'«»]. ,'. 

SRan wirb, wenn man immer ben Sfcfceil, welker bt* kte Älaffe «mutf, »iebet bifc 

ttrpitt, na$ r fotyen 3erAeiümgen auf: 

k-i k . 

r.C[c.n] + C[(r + 0»»n] 

■■*■... 

gefommen fepn. Die ^(emtHtf, aji* benen ffd^ bie Äfoffen btfben Ratten, nefrmen an 
2faja&t bei ieber SDidcetption aby ijl raaa enMicfr jut nten SDtäeerption gefommen, 
ober ift in obtaem Äitftorucfe r = n, fo ift et 

».Cm > Cm 7 • -./ - 

im etflen 2$eil falb »-1, im anbern , n , ©lernente weggenommen, vofrtmfr ft#ber 

k . • k-I 

«wette £&eü in CM wwanbett , welker, atfo »egfdllt* n ♦ C [n] tft bet lefcte 

2$eü bet fiteeutftonSformel, tmb beutet nur eine gorm an,. meldte &a* Wc&fie 6fc 
ment, h, kmal tnty&t «Die £otaltecutjton$fotmel ifl alfo: f 
k ' k-i k-i . k-i k,i ' ' 

C[i^ii] = i.C[i^n] + aiC"fa..n] +3.Ct3-n]-v +' r * C[Kji]..". 

- • • •• « * > «. 

+ n.Cln]. •■•-•'■■ 



3.». 

4-5 3 5 

• — ^ * _ 



* . ' «4 



$*m 



I* €omWniren an fid^ 
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*-C . - *G[i*V3l 



c * 



fr. . l 



v 



1 ( 



j . . v » . r 



♦ ; » • » * 




.I.III, I.I12) I«1I3, I.I22 

**x*3r M33< *•*»# *a*3 
"33' i*333 



5 



-f-2<C[2-33 = T .a-222, " *M3# 2*233/ 2.333 

CA 

J:?h?3wCfc3ri- ;>t = ..9*333 . _ . 
CiL. 41 = i.C^.43 + a.C[*-4} + 8.CC3,43 + 4>CW. 






►. * 1 • 



**C[i**43 = *♦", 1*12, 1.13, 1*14 

, 1*22, I.23, I.24r X.33 



r '- 



+ a*Cte*HI =* a * 3 *' **3r *'*4r 2.33 

. *-3** 2.44 






, . A. • ., 



Ct^al = 



1*3322 



+ 3«C[3<4] = 3-33» 3-34» 344 

+ 4-C[43 = 4-44. 

. 1 . " .>. 

4 . * ' ■ > ' 

1 

x »"C[X#2l'«S l'.IIII, MH2f I.II22V I*I222, 

4 

*»Cl*I — 2.2222 " 

C[J..n]s=-'x.Cfr..fal +Cfr-"L Sl "' 
»cb$<« Mt n&ftffnfetögcre Stoffe «rityttt, &<!r: i.C[« ♦♦*>]> fo «$<ftt man gacrft: 



\ 



k-I k-2 k-i ' 

ferner : J 

k-2 k r 3 ' k-2 * 

n:C[i-«] — ni.O[i.-n] + iiiC[»"*Jr «*f* 8««**fl: 
k . k ■ . k-iL: ' \; Vt* : i k-3 .' 

C[i..n]= CO»"*]'H- i-C[^..n] + U.Cl>->»3 +; m. Ct*"»] 
SRan gelangt nun, wenn man ffcffött; iebeÄiial Jen &|eil wieber ju jerfeaen, »et 
*er au8 t>en (Elementen i..n gebitbet tft, na.* r folgen Itotyi fangen auf: 

k-(rfl) k-r 

wenn i* anbeuten fott, baß ba« erjte QtUmtnt r mal toigefeftt gerben foQ. ©tefer 
ttuSbrucf flehet in: 



» » » • 






o 



i k C[i.-«] + i k " S C[«..n] 



,= i^-Cta-n].* 



u 



.4c 



über, fobalb r=k-i wirb, unb biefeS iß ber legt* m6gtt$e Styeil bet diecur* 
jtonSformel: 

k k ' kfl ^ k-2 •' ' ♦ / krr 

C[i..n] = C[*"»]+ i*Gl>-.n] + i^Cta-n] .%. + i'CC^^n] ♦ .♦ 

/ ° ' I • ' ■'- * 

+ i k C[2..n] '/ « 

3 3 a i o 

C[»i3l = 322, 223, 233, 333 r v 

+ *.Ci>#s2 ~m r.22/ i-23i **3& . :* v ?:■*> 

t 

+ ii.C&**3] == ni/ ii #3 

o - 

+ ***. C H = I" 






\ 



Söom (Somfctmtetn I. <&>w&tmren an ftdj* 
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gcrner: 

3 '4 ' '3 



2 



f 



C 






CI2..5J = 


•2222 , 


2223, 


4 

2224, 


2235 


* 


2233, 


2234, 


2235, 

* 


2244 


- 


2245, 


2255 , 


2333/ 


2334 


1 


2335/ 


2 344» 


2345/ 


2355 


2444, 


2445» 


2455/ 


2555 


3333» 


3334, 


3335/ 


3344 




3345' 


3355, 


3444 / 


3445 


V 


3455» 


3555» 


4444/ 


4445 


\ 


^4455/ 


4555/ 


5555. 





_7 + 1-C0..5] = 



1.222, i.a23, 1.224, 1235 
1.233/ 1234, r.235, 1.244 



1-245 
r-335 



1-255/ 
1-344/ 



1-333/ 
*-345/ 



'•334 
1-355 



■f xi.C[2.-53 == 



1.444,-1.445, 1.455, 1,555. 

n.23, 11.23, 11*24, ir.25 

11.33, 11.34, 11.35, "-44 
11.45, 11.55- 



iii«C[2..5]= ni.2, 111.3/ «M# i"-5* 



. >. 



im. C = im 

$&ttt man jlaft fcet fieigenben Änortnimg ber QXmzntt Me-faHenbe befolgt 
t>. f). fcätte man ba§ ^ffe (Slemerrt, n i aß mettiafte*, i>a$ wjie, 1, ali $öcfcfle* 
angefeuert, fo ^dtte bie pattietle $eeurfton$formcl; 



• 



8 
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' ©rffct mfötrftt. Äapttel IL 



bit Sejfett 



k k-i. k 

C[r..n] = i.C[i»» n ] 4" Cl>~n] 

k k-i k 

C[n..l] s= n.C[a..l] + C[(n-i)..i] 



\ 



gehabt, mbeffen tonn matt btefe, burcb obige Äfof[en*3nbegrtffe angebeuteten gor* 
wen »teber wnf eigen, titib man wirb bie anfänglich angenommene 2Cnotbnung wieber 
erhalten, (§. j6) fo, baß man folgenbe partielle StecnrfionSformel tyxt: 

k » k-i k 

»el$e &ur$ Stapfe gen wn dementen (liiere Älaffen ableitet 

jtMScerpitt man fte jebeSmal fo, baß ber 3#etf, meldtet btefetf* Ätaffe, k, 
enthält, jertegt »irb, fo flnbet man juerfi 

k k-i fck I 

ferner : 

k k-i k 

. C[i-(a-2)];= C[«-(n-fl>J.(a-2) + C[«-(n-3)l 
affor 

k k-i k-i k-r 

k 

+ C[x..(n-3)1. 
2R«t wirb mt# rI25t$<erptfonet» auf: $ 

k-* kl 

C[i..(n-r)](n-r) -f- Qt..(»-(rf l))I 

gefornmen ftp». 3ft «&«r r=n-l f fo ip tiefer KuSbtu* 

» > 

k-i ' k k-j 

= Cdj.» + Cm = Ctai = i% 

weiter atfo ben regten S^eü folgenber 2otalreeurfion6formel MmaQm toixii 



I 



58om SemMnlim I. SomWnireo an ftd). 
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k k-i - k-i k-i 

C[i.«n] = Cl'..n]n+ C[i..(n-i)]<u-i) -f Ctr..(a-a)](n-2)... 

» 

k. i k-i 

+ C{r..(a-r)](n-r) ... CW»x 

2 I % I 

C[i.*3] = C[i-3i3 + C[i#;«].*+ C[i]i 



Ct^-3]-3 = i-3r a.3 r 3% 

I 
+ C[l/2]** s== 1*2, 2.2 



+ Cm.* = 



II 



gerne*: 
3 



C[i-4]= CC'-4]*4 ,+ C[i.-3L3 + C[r,2];2 + CC^l 

2 

C[Ml*4 = ("4# J 24r i3-4f l x 44 

22.4, 334, 244, 33.4 

344 # 444 



+ C[i-3]3~ < lt *' ™-3* *33 1 2 **3 



£11.3, i*.; 

J*3-3# 33-: 



22.2 



+ C[l/2].2 = Il\2, 12.2, 
. 2 

.+ C[i].i == u»i 

2>töcerytrt mn nun aber ben SEfceH bet partiellen WecurjtonJformel : 

k k-i k 

k-i 

mttyx bte näc&jhriebtigere Äfoffe entölt, C[* ♦.«]*"* f* finbct man, ba: 



6t) 



ferner:: 



erfler 2ftfönttt. Kapitel IL . 

k-i k-2 k-i 



k-2 k-3 k-2 



gundd&jh 

k k k-r k-2 k-3 

C[i-n] = Qi-(a-i)+ C[i-(n-i)J»n + C[i..(n-l)I.n* + C [i..n].o 3 

2Jfan wirb, mit ber JDiScerptiott fortfahrend, entließ jtt - 

lt-(rtO k-r 

C[i.-n]n rtl + C[i-(*-l)].n r 

flefommen fepn, roeU&er EuSbriuf ftd) in:: 

C[l..(n-i)la k " 1 + C.[«-n]tt k 
'wmatib'ett', wenn man für r ben SBertfc k-£ fubflituirt JDiefer ieftte SEfceil, 

o 

C[i"U]»ii k fann mn nic&t ferner jertyeilt werben * unb man, »irb ba&et folflenbe 
SotalreourftonSformet fyabtn: 

k k k-l k-r 

C[i..n].= C[*..(a-i)];+ C[i-(a-i)]a... + C[i.. (n-i)]n f ♦ „ 

o 

f C[i..(n-i)]a k 

3.».- 

2: 8r r O« 

Cd-. 3]: = C[r, 2] + C[i/ 2L3 +- C . 33; 



& 



C[l..2]. =: 



II,. 12., 22 



+ C[l ? .2].8 =: t.3,, Ä.3; 
o- 

+ Cti.. 21.33 — 33i 



J 



..' 
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ffantu 

3 3 * x o 

C[i-4l = C[i..3l + C[i~33'4 + C[r..3l44 ■+ C-444 

G[i-3l = f 111 ' ll2 > ll 3t ™* 

**3Y *33/ 222, 22J 

2 3Sf 333 

4> CCr-S]4 = i"-4f *M» *34« 22.4 

33-4 



3 



V"4, 
*234» 



+• Ctf..3J44-= 144» M4* 3-44 
. °' ' 

+ C[t..3l444 = 444 
.,2(u$ itt urffirünfllic^Ji partiellen. Sf ecutftonSfotmel : 

?k. k-r k 

C[i..n].= G[i»nln ■{- C£i..(n-j)]" 

S k L-i 

C[r..(ü-l)T = C[r..u] — C[i..n]n 

ob« , xmtt nwtr flatt n betr SBerffc n -{- 1 fefcf,. 

k k k-i. ■ 

i> Cc» .♦»] = Cfr «.(«+ 1)] — G[u. oH-ojcn + 1) 

fem« : 

k-i k k 

C[i«.n]> .= C[i..n] — Clr..(a-i)I 



k-r 

CLi..n] = 



n- 



ober r »erat matt fftt k bat SJertfc; k-f. 1 fUbftitufrt r 

k+i kfl 



2) 



n 



^62 ^rfPetr Zb^nitt. Kapitel II. 

SMgcerpirt man ben SE&eil ber etjten gormel, treld^e^ bte tmi i ntebrtgere Älaffe 
barjlellt, fo frit man: • 

k-i k-i k-2 

C(i..(ntO.](ntO= C[i.-(at2)](nfi) — C[l-(n+2)](nf i)(nf2) 
ferner: 

k-2 k-2 k-3 

C[i..(nt2)](nti)(nf2) = C[i~(nt3)](»f 0("fö) - Ci-(nf3)3(nfi)(nt2)(nf3) 

Olfo Jiterfi; ' 

k . k >-i k-2 

C[i.-n]= C[«-(nfO].— Cfi..(n + a)](afi)+ C[«».(af3)](nfi)(nfa) 

k-3 

. -C[i-(nt3)](ntO(nfa)(nt3)* 

( 3n ber 3crtt)ettung fortfa&renb, »trt> man nacfr rmaKger fDiicttption auf ben 

Tfugbrucf: 

k k k-i k-r < 

C[ i ..n]'= C[i-(nf 0] — C[r.-(uta)](nf i>+M.+(-i) T Ct^t(aM i)](n+i),. 

k-(rtD 

(nfr) + (-l) rtl C[i-(ntrti)](nti)-(ntrfi) 

gefommen feym 3>ie 3ertyeilun8 1)&xt auf, mög«4> jtt fepn, fobalb r=k-i fft, 
benn alSbann fmb bie bctben U$Un Steile: 



<-i) k " X &i..Cntk)](nfi).^^^^ 
i 
= (-i) k " I C[i..(nik)](nti)..(ntk-i) + (-i)*(nti)(nf2)...(„tk) 
Wtan t>at alfo folaente Sotatrecurjtonöformel : 

k k . k-h , 

C[Jt..n] = C[i..0»fO] — ..'.'+ (-i) h C[i..(nth-i)](nti)v.(ntli)... 

o 
+ (-l) k C[i-.(nti)](nfi)..(ntk)- 

SMScerpirt man aber ben anbern tyeil jener partiellen StourfumSformef , fb erfypt 
man: 



V 
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'".■•■■ 

k . k k-i 

C[r-(n + i)l = C[i-.(« + 2)] ~ C[K.(n+2)](a+2) 

fetner: 

k k *-i v 

C[i^^ + 2j]= C[»-(» % +3)I-'CEl..(n+3)IÖi+3) 
«t f. f. SBlan wiri). olfo.juerjl; 

k k-i i-i' 

C[i-n] = — C[i-C(»t0Knt'O— C[f.»(nf»)](n|W] 

k-i - k 

- C[r- (nf 3 )l(af 3 ) + C[*..(?t3>l 

tmb attgemefn nac& r-i &f8cerpf tonen bcn Vuttnnf.: 

k k-i k-i 

k-» * 

— C[l..(»fr)3(o + r)+ C|[l..(oir)r 

erwarten $aben. 

£>ie .Klaffe, bleibt immer tiefere , nxSljrenb bfc 3C»ja^l ber (Slemenf e, woraui 
ft<$ jene Snbegriffe erseugen feilen, immer gräger n>iut> ; man fanu alfo bei fort* 
gefeiter £i£cerption nie auf 2fu8brmf e fjofien , tveld;« Unmäglicfceö fobem » tmb man 
wirb bafcer für ein beliebig«? r folgeube allgemeine '83e jte&ung baben : 

k k k-i , k-i 

Cl'v n I = Ctl-(nfr)] — C[«..fati)]<nf O'.v. — C[i..(nth)i(n+h)... 

- CEl..Cntr)I<nfr) 

ob«: 

k , k k-r 

. C[i..n]=Cri..(ntr)l- C[i..Cofr)I(nfr)-...* ' 
k-i k-i 

— C[i-(a-rr-h)](nfr-h)... — Cfr'.frf i))(n + i) 
©tibjfituirt num für n ten SBett$ o, fo gefcet eine fcefamtfe SSejte&una au* biefer 
Sotmel ftettov» tenn aW&ann tfi; 

k k k-i k-r l-i ' 

k-i 

- Cw-i - 
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QtUct mffytttt. SttapM IL 



k k-i k-i k-l , l-l 

Qi..i-J = C[i..»]r + Ql-(iH)](f-0... + C[i..(r-h)](p-h)'... + C[I].I 

Unterwirft man bie jroeite au* ber urftrunjjlic&en partiellen JRecttrftonSformtl 
hervorgegangene SSejiefyung: 

kfi k+l 

C[i..n]— C[i..(a-0] 



C[i..«] = 



n 



einer ferneren £>i6cerptfon, mbern matt juerjl iebeSmal ben S&eit jerfegt, ju beffen 

ßrjeugung bie um i niedrigere 2fnjaf)l t>on Elementen ben ©toff tyergiebt; fp credit 
man, ba * 

C[«..(n-i)] = C[»..(h-i)1 ~ C[...(n-»)] ig, _ 



n-i 



k+i Vt 3 l+8 

^ Prr „1 C[i..(n-i)] - C[t..(n-2)] 



n 



kfl - kf2 lf3 

= C[r..n](u-i)- C[r. .(«"-!)] -f C[i..(n-2)] * 



u(a-i) 



gerner ijh 



k + 3 



kf3 



kt3 



C£i..(n-2)] = C[t..(h-8)]- C[i»(n- 3 )] 



n-2 



folglich ;• 



k 

Q 



kf i 



if2 



M"3 kf3 

. n1 _Öi..»3<n-«>-£c«..<ii-i)] + C[l..(a-2)3~aMn-3)3 

- (Q'2) 

n.(n-i) 

= C[i-n](n-i)(ii-fl) — C[r..(n-.i)](n-g) + C[i,.(n-2)] - C[Mn~3)3 

n.(a-x).(»-2) 
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b. fc. 



-. ■ 



♦ , 



'f. 



CiL.»»] = C[l..(n-I)] + G[«.»(n.-i)]n... + C[i..I(n-i)]n k .;. 

i . «' 

+ Cfi-Cn-i)]^" 1 +"C[i..(a-x)]n' 



C. ©et btbitiQU* 2Bie&«rfeot&fttEetk 
. §. 18. 

3nt.«Mü,t>eot(« 8 e« fahren. 

Sie triebttgfte %cm bilM ft£_ na$ §. 4« , tnbem mw alle Steffen wn ber 
etflen an mit niebrigjien$lementfn befefct r: fp weit fte nemlicfc reiben, bte fibrigen 
aber, wenn fte borbanben ftnb, mit ben 2ten, fo oft man barf, b, ^ fo oft ba§ 
aweite Clement wieberbolt werben fann, unb, fönten no$ ©teilen ju befefcen fepn,' 
fte mit ben britten (Elementen auffüllt it. f* p, ©0 ift j. SB. bie niebrfgjie gorm bon 

5 6 

C[ii2223] r = 11222, bie niebrigjfe bon Ctn*3344L = x 12334 u» f* w* 

#at man, um eine gorm in bie >nd<bftb$b*w ju oerwanbeln, bie fpdtefl er^flb* 
bäte ©teile aufgefucbt , in fte bat ndd)jtf)6fyere (SIement gefegt tmb will nun bie fofc 
fcenben ©teilen fo nfebrig at« miglicb au$ffiffen, (§. 4.) fo wirb man, bamit Uin 
niebtigereS dement auf ein. WercM4fr #..{§•>'' *3») bie mJcfrßfolgenben ©teilen mit 
bemfelben Elemente befe|en, ^omtf...mw erbtet ^at, fo lange man bie bebingte 
SBieberbolbatf eit niebt beriefet, bie eUoa noeb nac&folgenben mit bem ndcfyfty&beren 
ausfällen, fo lange e$ n£mti$ wieber&ol&a* tfl u. f* w. 2>amit atfo allgemein eine 
©teile er$6&bar fe$n foH,, muß man ntd>t allein tin $tym$ ßlement, a(* ba«, web 
$e* in i&r ftebt, in feiner Qemalt baben, fonbern e$ muffen auf erbeut no$ fo riet 
nic^t niebrigere Siebente *f>r$*t|b?n : fe$n, al* ft<& Steifen hinter ber ju erböbenben 
borftnben* 

©ud&t mm alfo bei einer gorm nacb biefer Siegel bie fpdteji erbtybare ©teile 
Auf, er^6bet fte fo wenig als m6gli<& tmb befe&t bie nac&folgenben ©teilen na$ obiger 



\ 



68. Qtfiet %tfi)m. Artetet IL 

Sorförtft, f» wirb man bie nät&ftyi&ere Jornt abgeleitet Gaben, unb tanfr fortgefeftte 

Operation, jebe gefobette JMaffe erjeugen «mtern 

3. JB. '• .-..•.•••• .'.;• [-. ^ : 

C[M»2,3,3l = «r ia » »a» 23- 33 

CEI|2.2,3>3»4-1 = »22v 12$, 134, I34 

823V 223, 5J34, 234 '* 

C[i»i»J-4»5»6I = "34/ »35» «45. «55 

1345« I 355» 1456« 3455 

CE«,i>i/2,2,3>4 # 4^5l =s im, iiay 113/ IH ! ' 

•115,- 122, :; I23, 124 ' - ' • ' ■'• ••"' 

125,. 134, 135, 144 
145» 223, 224, 325 

234,.- 235, 244, «45 - r ;: 

344. 345» .444» 445- . ' 

■> • • „ r - ? 1 1 4 

,.. *«• -1. 

• • * 

. « ... 

dtecurrirettbe*. 8 « t f « J t e n. 

SBfirbe man t^ott Der niebrigflen Jfornt bfeft XnfftngfetSIement abfdfrneibe n, fi befdme 
man bie niebrig jie Jörn*, wefcfr* flcfr jut n<tyjt niebwgere«: Jtlaffe au$ benfefben @fe- 
menterv, t>on betten aber ba« erfte unt einmal' weniger wteberbolt werben: bärfte, a» 
e£ anfänglich gemattet mar , erjeugen laß t. Xfle ©teilen: aufer ber er jien nacb unb 
nacfy er$6fyenb-, bis jte fe \)od) al$ migh'cfy befefct toaretr, braute man bie erfte ©rb* 
nung jtr ©tanbe,. barauf erf>6t)ete man, unt bie ntebrigfJe gorm. ber itoeittn. JDrbnung 
jtt befommeu •,. bie erfte ©teile mit einem, jweiten demente,, ttttb fußte bit übrigen 
. fa niebrig a(& m6glicfc au$V »oburcfc bie niebrigfie gorm hervorging „ welche ft^ arxt 
ben anfänglich gegebenen dementen auf et beut erffrn bilben lief- Diefe gorm er&6* 
bete man nun fucceffib bis jur $64ßetr, woraus ber Snbegriff aller GombutöfionS* 
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forme« jur anfangt gefobetten Älafie aui betr gegebenem dementen: auger bem 
- er jten hervorgingen; Wan ^at alfo allgemein r 

k k-L L f 

eine partielle Sfeeurfjfonlformel , welche man: burcfc $i$c*rption: irr eine totale t>erwan* 
bellt fann; bie %rtbtfi<fe werbet* jebocfr fe$r weffWitfig unb 5 gew<tyreit ntc&r einmal 
mdjjigett Slufeett in. ber %wfyfi$„ me8&alfr wir bie Operation: biet t[i$t weiter b& 

D. SBon ber inbepenfeentetr SarfFettimg: efniefncr örbnungen ber (Som* 
1 MtratfotrSKaffem 

fr 20. 

Durd) bie \ RecurftbnSformeltt wirb' matt nun: ainfr fogfefcfj attf eine inbepen* 
betttr Sieget jur Crjeugung* einjelner STrbnungen- geleitet, b; &♦ be$ Snbegriff« ber 
gormen einer «Klaffe, welche baffelbe Änfairgf* Clement ^abcn , \a r e$ wirb ft<$ ba* 
burcb aud) eine inbepenbente SJorfxfcrfft fmbeir laffen, vermöge beretr man alle bi* 
gormetr einer klaffe erzeugen Fann; wefc&e baffelbe Cnb ** Giemen? beftgem 

25ie Kombinationen- bei- verbotener SBteber&ülbarWfr ber Elemente führten auf 
bie ftecurftotrtfonncU 

k k-r k-x fc-r 

k 

+ (n-kti).C[(n-kta)-.oT 
k-i 

»o allgemein 1 r-CT[(r+i).*n]i weil e* ber eihjige* 3nbegriff ber gförmetr ifi, 
wel<&e ba« rte Clement in ber erfien Stelle* fö&reit: Utmm, bie rte ßrbmmg bebeutet 

-k-K 

©a man- alfo im ©tanbe ifr r C % t(r+i>"0]; inbepenbent ju- erjeugeir, fo wirb 
man, tabet» matr allen jenen: $ormetr bad rte Clement vorfefet, t^ie rte jDrbnung 
inbepenbent barfleDen* (innen , welche* wir früher nur auf bem SBege ber SReeurffon 
t&un fonnten. ' 
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(Stflet TtbfömtU Äapttet IL 



4 ■• 9- 

©o tfl j. »♦ »"b 3te Crbnung «o» C[i"7L = 3- Ct4-7) . 

, = 345$* 3457* 3-4*7 ' 3-5*7. 
(Eben fo. er$eBd au* be^StecurftonSformel; 

k k-i 7 i-i 

k-i k-i 

+ CVM»-(r + i))]-fe-r)... + Clf..(k-i)].k 
k-i 

baß ctHg«min C [i-(n-(r+0)3»(n-r) ber Stobcgrfff fberjentgen fformeit bon 

k-i 

C [r ••»] tfl/ welche ba« n-rte Clement m ber fpdtejien ©teile $aben* ©c$t man 
ber @infa$$eit wegen: n-r=m^ fo, baf affo n-(r-f-i) = m-i tfl, fo tfl ber 

k-i 

«uSbrucf = C [* •♦(«!- 1)] .m, 

5 

©0 ifl j. 85* bon C'[i*.5] *** 3nbcgriff ber Jformen, welche ba* gtc <5te 

ment in ber. lefcten ©teile fjaben, . . 

2 

= C f^-41.5 = 12.5, 13.5, 14.5, 23-5 

24.5, 34,5. 
5 

Serner, bte formen »on C [i*7L Nrf#« ba* 6t e Clement in ber legten ©teile 

beflfccn : . 

2 

= C [1..&I.6 = 12 >6t 136, 14.6, 15,6 ' 

23.6, 24.6, 25,6, 34,6 

35-6, 45* 
35a* ßombinireit bei geflattekr SBfeberbolbarfeit ber Ctonente bot folgerte 
JRecurftonöformel bar: 

k k-i fc-i k .j k _, 

CK* in] = iX[i..n] + aC[i..ii]... +rÄ4. + üCW 

k-i • . 

wo allgemein r.Cl>-.n] bie rte ©rbnung bebeutet 



/ ' 
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3. 8. bfe jweite ßrtowra$ wtt C C» ♦ . 4T # »► C 0» ♦ - 4L> 

= 2.23, 9.23,, 2.24,. 2.3 j 
a>34j 2.44 

gewer ifr We britte SbAmmfl wn C [r ♦ ♦ 5] , = 3 ■• C Ü3- • 5l* 
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folgt* fcaa allgemein C L*"(fl~*)I(n-*): <$* We Jformen in ft<# begreift* wel( & e 
ba* n.-rte Clement in ber lefcfm ©teile faben* ©e# man. ber ©nfadb&eit »egen 

k-* 
n-r=m, f* $at man affaemeiitf* C[^^m],m ben inbepenbenteir 2Ut8bnu! jut 

S3flfofl>g Jber STDcmett au& C C* • ♦*!< »d#e ba* mfe.Ql'ement in be* foatejtcn 
Stelle befreit* 

3» Bi ffi tuet 3nbegtffF betjemgen Sormen> <pa Cli*+s], »el#eba* btitte 
©tonen* in for legtetr ®te&r befäenv, 
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ii. Sßora ßornbinicen ju befummln Gummen. 

A» 3$*n ber ftMfbung einjefncr klaffen ju fcorgefcfytiebcnen ©ummetu 

83on ben Gombinationen au bejtimmten ©ummeii im ungemeinen, 

#ai man au8 gegebenen (Elementen <5ombmation«formen ju trgenb einer Jtlaffe 
gebilbet, gieic^oiel, bei weiter üorgefebriebenen SBieberfcolbarfeit, fo wirb jebe gorm, 
wenn man bie Slangjatylen aller in i^r enthaltenen - Elemente jufarmnenabbirt , eine 

gewiffe ©ümme barbieteri , unb man f ann bie goriften ber ganjen Jtlaffe na$ btefen 

« * 

©ummen orbnen. 

2Me niebrigjte Gombinationßform wirb, weil ifcre fucceffitoen ©teilen fo niebrig 
befefct finb, wie e* bei feiner anbern §orm ffatt ffnbet, bie niebrigffe Summe bar« 
bieten, rodtjrenb bie bficbfle aup bem ©runbe ber l?6d?fJen (Summe, welche bie Älajfe 
unb bie flnjafyt ber Elemente erlaubt, angefo6reri wirb. Unter ben übrigen gormen 
Wnneiv aber, wie man balb fe^cn wirb, mehrere fepn, welken biefelbe ©umme 
jufimmt. v 

3. 23. bei ' 

3 

C[i--3] = Ilv ' ll2 < «3# * 23 ' 

123, 133, 223, 223 
~ .233, 333 •.-,•. 

bat in bie niebrig|re, 333 bie b&cbfle ©umme, hingegen bie gojnwn 113, 122, 
fowie 123, 2^2, ferner 133, 223, &aben biefelben Summen. 

85ei ben frfi&ern Operationen fcaben. »ir bie Clemente, beren Snbice« o .ober 
negatioe 3abUn finb, nic&t befonbetf betrautet, benn, bo wir nur bie Sorge ber 
Elemente in« 2Cuge faßten, fo war eö ganj gleic&gfittig, ob wir, inbem »ir ffe jaty* 
ten, um iebem ber gegebenen Elemente bie 3abl, »eftbe fte babei traf, a(« Rang 
anjuweifen, bei einer negativen 3abl anfangenb, bureb immer Keinere negative 3ab* 
len fortjagten unb barauf , nat&bem »ir bei o angefommen waren, in pofitfoen 3<u> 
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(en/(nafft*0öft\ rttt ob wir ben Act be* 3ä&leirt mit o ober i braunem flWr traten 
baMefctt/ntbem e* jotf Wc&ter fcbien, obgleich ed nicfa nfa$ig gewefen wdr*. 
-• i \S5ei Ben a>mWnatorif<fren Operationen aber,, wo ed auf bie ©umme aritömmt, 
bringt &ief*$ einr:Wjfen«idbc # Sßerdnberuna ^or;;miin »trt oft. auf Äuötefofe fom* 
!»,:#,« t>i? «fernen!* Jw» i anfangen, ungereimt frob, wtyrenb fte reell 
»tfjteu/frfalb fftan q,j ober ein* negattoe 3d^l at$ niebrigfle* Slemeitt ärintmtnt 
:..; /: $wifc/ ; §Pwwtiren wjtren' inwur «fo »ftf. Elemente 'gege&«»r aW jfre ÄTaffe an-- 
*ctg*« / fetm ßombiniren an fic&.-mtjfre, bte Änjabl be* Gttmenu, auö benen fuf> 
ßowbkwrtiottSformen erzeugen folttcn* iebeemal »org*fd(>«*beit imb ..bejümmt fejm* 
atflem beim beugen Ser-tSombinatjonöfoimen #1 befiwmtefc SjtfMien f tomin bte 
Sienente in änbefiiwmte 2&site fortlaufen, biejentgtn oon ibnen, welche in bie gor* 
tttit. einörMen ttmten, .»elften föön bwrcfr bie @umrm.be(Jimmt • 3ft aber bte 2(n* 
j^I.Aer ©emente bc#iwmt# fo bringt Wefe Öefönfnfwtg *f* **» tfenbürung in ber 
Crpitgung ber gormen fcerwr. 

ÜRan Fann nun (SombinationSformen ju bejlimmten Summen unter ben bret 
bf fannfet^ ^ara»«fe4«ng«n ' jMI^gi r : *«ft «Iwe^er SBteberjS)prbarleit wrbofen, bafl fte 
twibeWilgt. * . *et; bAf fte betagt. #fctttet ijh $fc Operation wirb tfcfr nic&t immer 

»oHjtefteit laffen, unb namentlich ffob unter bem allgemeinen 3et$en n C][*vn] riet 
ÄnraÄgfu&e* fobtrnbe 2Cu8britäe begriffen- . . . 

SBenn bie (Elemente nun axtrf) in unbejiimmte SBeite fortlaufen, b, $u wenn 
eS tmier ifcnen QtaKflife t>on beliebiger £6be geben Fatm, fo bürfen fte toeb auf 
ber negatfoen ©eite ni<bt unbegrenzt, fortgeben, benn alttann Uttt. man feine 
ufebrtgpe <&itmtntt, burefr beren ^tnman bte niebrigfle gorm ju ©tanbe brin* 
gen f 6tmtf . ( 

9to$ ber Segel im §♦ 4» $ur ©ilbung ber mebrigjfen ftorm iß ed nid^t er* 

laubt, fo lange ß$ ein nlebrigere* Clement fefcen tößt, ein btyere* ju fe$en;*tan 

toirb alfo bei ber gegenwärtigen {Operation , tun bie nfebrigße goan larjujielfen, bie 

niebrigftot SImettte fo oft fäen, bit Alle- Steffen, ,attger ber refeten, angefüllt ^tnb, 

nnb biefer erfl bat <£iement geben, wd^eö bie gefoberte ©umme ergdnjt. , ßtetyn 

bie (Elemente in unbeßimmte SBeite fort, fo > wirb man, falB bie gefoberte Summe 
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f,odf) genug, b. $. nic|t niebriget ift, «M bie. ©umme aBer m'ebrigfhn «ferncrte, an 
3abl fo »tel, »ie bi* Äfoffe anjefgt, fo, traf bie Operation afcrbaupt migK^-wft», 
bfebarcb jebeSmaUbie niebrtglte #orm erjeugt baben. ®ebetr ab« bie Clement« nur 
bi* ju einet bestimmten $öbe hinauf, unb t# unter ibnen ein fo bob>« ©fement ni<M 
ott'|K jener fcrgänjung n6t$ig ift, fp fe|t man in bie lefete «teile -bft« &6<Wfc' «Be* 
ment, »etcbe« ficfc «berbaupt barbietet, inbem man attbatm bie nÄdbftniebtiigw 
©teile um fo mel er$6fert, bafi baburcb bte »erfangfe ©umme Mbeworgeflet } ««<&«« 
bie Sfemente aucfc bfeju notb ntcbt bin, fo fcfet man in biefe ©teile »iebet ba« b6$|fc, 
»eltbe* man$no<& in ferner ©cwalt 1)at, prftfenb, 06 nun bie britte ©teile &•* Snbe 
bie ©umme ttghtfin Um u. f. m. $>at man auf biefe flBeife alle ©teilen »on 
ber legten anfo boc* a» >n4$licb befefet, unb febtt an ber gefoberren Summt 
bocb nocb etwa«, fo ift bie« ein 3ettf>en, bag bie Operation mtam3fubrf>ar ift, inbem 
felbft bie 66#en be» gegebenen demente bte gefoberte Summe nocb nic&i meyfcn. 
<£$ ' ftnb alfo )toei ftiüt , bei benen bie 2fu«brucfe Unmögliche* fobern» 
werben, ... - ■ . • •« 

1) wenn bie biegten Slenrtnte, «n<3aibl fo tfiel^«l*bi«-*laff« 
angeigt,- noeb »on ber gefoberfin ' Summe* äbertwffen 

» 

werben, 

2) wenn bte ritebrigflen Elemente, an 3a^I fo viel, wi< bte 
Älaffe fobert, f#on uu$'r betragen, al$ bie gefoberte 
©umme. , 

©ollen s- S5, au$ ben Elementen 1,2,3,4». bei verbotener SBieberfcolbarfeit 
ßombtnationftformen jur Älaffe 3 tinb ®umtoe 4 erjewgt werben, fo ift biefe #obe* 
rung *nget(imt, benn fefron bie mebrtgße gontt, 133, gehört einer $tyern Summe 
on, unb folglich alle übrigen» Sollen ftc& ferner au$ ben (Elementen 1,9,3,4 6oop 
biwiHdnS formen, bei verbotener SBieberfcoIbarfett §ur Älaffe 3 unb ©unjme 10 bitten, 
fo «r^et^t bie fr&cfrffe Gombtnationöform , 234, bie Summe 10 noefr m'$t, unb folg- 
lich wetten auc^ ade anbern eine niebrigere, @ummt t)&bm. 

®ie erfte ttnm6gflc&fett ftnbet nur bann fiatt, wenn bie dUrnrntt bei einer 
gewiffen £tye abgebrochen ftnb, bie jweite Um bei jeber Xnmfym in Stü&fät auf 
tte Elemente jiatt tfrifcen. * * 



9Jom epmfctmretn IL ßom&wtren jü fcefHmmten (Summern 7$ i 

\ Womit eine ©teile erfrtybar fep f fft rtftfg, bafr man bie folgenben ©teilen 
mit (Elementen Ijefe^en fann, «jelc&e nicfrt niebriger fmb/ afö ba«, womit man erjfrft» 
$ete, tmb baß baburcfc bie gefoberte (Summe triebet fcergejfeKt wirb. 
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" $♦ 22. 

, 3n bepenbcnte J »erfaßten. 

3uerft n>trb man unterfuc&en , ob bie Operation möglich ifl, ober nid)t, b. $. 
o* bie niebrigfren (Elemente/ an 3*ty fo oiei, wie bie'-ÄWffe anjetgt, nid&t fc&on bie 
gefoberte ©umme übertreffen, ober ob bie gefoberte Summe, bie &J«$f!en (Elemente 

übertrifft; im erften gatte tfi kq + ^—^ >n, im anbem fft n> kg+ k(aKk -' )) , 
wenn n bie . SSwume , k bie Älaffe , q ba$ er fte , q -f r baS legte (Element ijh 

©obalb man P# t>on ber SRÄglic&feit ber gfoberung iberjeugt %at, fann man 
fjoglejcfr jur SSilbung ber niebrigjten gorm fortfd^reiteu. ' . 

SBefefet man alle ©teilen, »on ber erjien anfangenb, mit ben fuccefffo niebrig* 
ften dementen, unb ertbeilt ber legten ©teile ba$ (Element, wel<#e$ bie gefoberte 
Summe ergdnjt , fo &at man babur# bie niebrigfle gorm gebtlbet , faßte bie (Elemente 
fa ,fy>4> fcNufge&en, baf unter tynen ien*8 ergdnjungS* (Element t>or$anben ift 3jt 
bief<$ ober nic^t ber gatt, fo wirb man bie $6c$fie ©teile mit bem $6c&jlen (Elemente 
|efe&n ,. welche* man in Jemet ©ewalt &*t, inbpn man nun ber vorlegten ©teile 
ba$ (SrgdnamtyS* Element erteilt; fe&lt auefj &ieju noefc ba6 erfoberlicfr $o$e <&U* 
ment, fo wirb man tyr wieber ba3 &6cfc|te geben, weites öortyanben ijt, unb barauf 
ber britten ©teile t>on l?er $6$jien ein fol#e6 Clement geben, welc&e« bie gefoberte 

3 , 
©umme ergänzt u. T» ». 3» 85. bie niebrigfle gorm t>on 7 C [i.«4] ijt 124, bie 

«iebrigpr^on l5 C'[r..;] ift 1239, bie bon 8 C'fc«*4T »ftrte 125 fe^n, bafern 
ein f&nftfc 'Clement tor^anben wdre^ baö Wcfrfie ifr aber ein Dierte«, befegt man 
bamit bie ^^fie ©teffe, fo ifi e( m&gli^i ber j wetten ein (Srg^ungS Clement )u 
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gtf>en, meines ftdj> unter ben gegebenen vorftnbet, unb man |»at beranü<b,bie nie- 
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brigfte Sonn von 8 C [i**4] = x 34- u - f- »• - 

£>a iebe ©teile , nad&bem man fte ffcfc mit bem ndd&jl&ö&eren (Elemente befegt 
gebenft, fo, baß ftcfr bie foigenben mit fucceffiv Wfcm (Elementen ausfällen laffen, 
unb babureb bte gefoberte ©umme erreicht werben fann, erbibbar fepn tnufl, fo ijt 
eS leidet, iebe gorm in bie nä<bjib*b*rc gu verwattbeln. 5Ran fuebt bte fpdteft er* 
btybare ©teile auf > erböbet fte fo wenig aß mflglicb, unb befegt bte nad&folgenben 
©teilen mit ben fueeefitv b^b*«* (Elementen fo , al* xooUtt man au* ben ju biefem 
XuSffitten vorbanbetien (Elementen bte niebrigße Jfonn gu ber Summe bilben/ »Klebe 
bte ber febon gefegten (Elemente jur gefoberten ©umme ergdnjt (§. 4.).. $te legi* 
©tette fann alfo niemals er$&bbar feijn. . 

3n ber gorm 1256 5. 85*, meldte ber ©umme 14 angebirt, wirb bte erlegte 
©feile nicf?t erbebet werben f innen, benn fegt man ein festes (Element b"tem, fo 
müßte bie legte © teile wenigjtenft ein ftebenteS empfangen, »ebbe* aber bte gefoberte 
©mnme überträfe, 8B0&I aber i|i bie jweite ®t*Ut etfytybat, benn fegt man barin 
ein britte* (Element, fo fann man ttte foigenben ©teilen b^ber auffüllen/ öfyie baß 
baburdj bte ©umme übertroffen wirb, 1346. JBon tiefer wirb* bie ndcbfibJfyere Jform 
2345 f<9ff* 3fo einer gform , in welker alle (Elemente fuecejfiv na$ etnanber folgen, 
fann feine ©teile erbtybar fe^n", Unn tt m&fttn alle foigenben ©teilen gletcbfall* 
btyer befegt werben, woburefr bie gefoberte ©umme fiberfc&ritten wfirtfc ©afferte 
fmbet aufy fiatt, xomn mehrere ©teilen bt* jur legten mit (Elemente« ftftit fhbr 
welche im JRange fucceffiv auf einanber folgen. $at man nun trgenb eint ©teile 
erlief , bie fofgenben mit fucceffiu (ftftcrm QtUmtmtm befegt, unb' ber ' legten ©teile 
bä« (Element ertbeift r welt&e* bie »erlangte ®ummt ergänjt, fo wirb tiefe legte 
©tette metftenS febr in ber £6be be« in i$r befmbfic&en (Sretoent* von ter n&tfftnit* 
brfgeren abroefc&en* atöbann fann man aber bie vorlegte ©teile erbten r tnbem man 
ba$ legte btyere (Element um eine (Sin^it verringert " iDiefe* baue'rt fo lange , ' bis 
bte legte ©teltf entweber um tine ober um jwei öin^iten no* b6ber befegt i% aJE& 
bie vorlegte f benn im erften Satte würbe, tomn bie vorlegte ©teile no$ um 1 erbt 
|tet^ alfo bie legte um 1 emiebpigt wirb, bieje ntebriger fyn, attjene, welc^S ^e» 
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bie Annahme im $. 16. wäre, im jtttitat '3atre »ürben bette Stellen gleite <&U* 
mint* beFommen, totftyi gegen bte 83grptt$fefcun9 ber verbotenen 2Biebert?orbarfett 
fe$n würbe» • 

o.w. ^iac| Wefen inbrpenbentett Äegrfn Wfbet ffcb mm 1eu$t: 

L» [0..9] = 029, 



» i 



»5# 3* 



038» 04?/ 056 



-.iiii :••.!» 









128. 137/ 

245' 



«6, «36 



^•[^V?]^^:' 127/136, 145, 335. 



;j ?$ 






$C*t*..«L .-» — flö8r — fl^7#- -*-«6 f —235 

— 107, — xi6, — 125, —134 
615, 024, 123 ' 



.i»!0 ' 



4 



C % [-3"*W== —3^49. — 3-%8 f —3-267, — 3-139, 



>.. 



->• 



—3-148, 

—3047' 
-3i46r 



% ' »* 



.1 



i i:. i'..' 



— 3-1.57 r —3039» —3038 

— 3<>56r — 3**8» —3137. 

—3336» —3245/ — »-I29 

—3-I38, —ar-147, —3-156,. —2019 

— 2028, r-2037 f —2046, — 2127 

—2145, -; 93 35r -191* 

—1036, —1045* " r y-1126. 

— J234 '' 0125/ 0134 " 



— 313Ö, 
— 1027, 

— i*35, 



*4 - ' 






t \ 



\ 



•fc'Ci..], 5 C , [i..],>C[i//4T, i9 C-ti..8L* 4 fc , fi..5]* f. 



w • 



w'. jtnb 



78 



€rfc* ?ftf<M"> &Wtä VU 



*$■• 



IM. 



01 e c u t r i r e n b t * 85 e t f a b t e ÜL 



:a< .sr.M:u *»' 
15. ; >v..:ur.\:- l .'.' ai» 



»*»• 



SSenn man in ber niebrigffcn gorm ba« «rjfe @le$ent a&fjcfrwbe^ifr wirb 

man ein» Sonst ber nätfrfhuebrigeren Älajfe erhalten , welche einer ©umme ange^rt, 

bie ttm fo Diel niebriger ifi, aß bie anfängliche , tri* ba8 '*rjk^ eiement tut^Wra 

ftcfc begreift, unb auS benfelfren ßlementen außer bem niebrigffcn geWIbet i#? ba, ajber 

in i&r alle ©teilen fo niebrig als 'mfiglidfr tofegt ftnb, fo wirb man <m$ in Wefer 

gorm bie niebrigfie fcaben, welche fty aus imen* dementen, ju biefer, Älaffe unb 

©umme bilben Idßt* SRan er&tyete nun bie mVbrigfle gorm na#~unb xiaQ, trtbem 

man alle folgenben ©teilen fuccefffo fo'fcocfr befegte, all e$ mägltcfr war, e}e man 

. bie erjte jur @r&6$ung sog, *• &• «««» btlbete # um bie niebrigfie SDrbmmg «« er£afc 

ten, alle gönnen ber ncSc^fhaiebrigeten klaffe, aui ben , gegebenen ©erneute* .äufer 

bem erflett, ju einer &umme, welche ber anfänglichen weniger fo Diel einleiten, alt 

ba* niebrigfie Clement in fi$ begreift, glety ifi, unb fegte biefen' geratet, jem» ttte* 

k 

brigfte (Slement t>or* '2Birb aifo n L [q..] »erlangt , wo q unb n pofltfo ober ne 

' ■ k-i * 
- gatfo fe$n fönnen, fo ifi bie niebrigfie Drbnung = n ^C % [(q+i)^J , ' r 
Kalbern ,mm alle folgenben ©teilen fo $o<$ al« miglicfc befegt waren , t>. &, 
natybem bie niebrigjie ßrbnung ' öottjidnbig gebftbet war, erfrö&ete man bie erjte 
©teile, inbem man i&r ba8 ndc$|i&6&ere glement erbeute, unb befegte äffe folgenben 
©teilen fo niebrig aB möglich, bV &♦ man leitete, inbem man bie niebrigjie gorm ber 
srffWWeren Srbnung btr&e te # bie niebrigfle gönn ab, bie fiefr , auS jenen <Slemente$ 
außer bem niebrigjien, jur anfdnglic^ gefo6erteri ^umme unb Älaffe erjeugen ließ» 
SDiefe gorm erdete man nun nac^ unb na$, bif alle ©teilen moglic&ft $o$ befegt 
waren, b- &. man bitbete ben Inbegriff aller gormen $ur gefoberten Summe unb 
Älajfe a\ß ben gegebenen ©fementeri' T bon bmn aber ba« niebrigfle weggenommen 

k t k r • \ 

war. »«" »wette Snbeflriff »on °C'[q..] «|J mithin = "C'fCq+'i)'.^»"««* 
<uion W ^f* folflftib« ^«ttette StecwßonÄfotmel: : ; . : . /• v , • l > 

k k-i ." k > * ■ •. ' 

»Ccq.O = n ;!C t(qti)..] '+ XTKqtD-f - •'"' ; 
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Snbegriff dffer SombinafionSformen jur Älöffe k-h unb ©ttmme "ri-^Thq + ^-^l 

out ben ßtemenfen (q+h+i), (q+h + 2)...r benen We (Elemente q., (q + i), ♦ .. 
(q+h-i) wrgefefet ftnb, ' » 

2. 3$ci nnfcebin-gtcr #8tebe*£pIfcarEett* 

- ... • • 

• $• * 4 * 

• » . _ , . 

Snbrpenbentet »erfahren. 

2Me mebrfgjie $orm bittet ftd> natürlid) baburefc, baß man äffe ©teilen t>on 
bet erffen an mit bem niebrigfien Elemente befefet, inbem man beriefen Stell« ba** 
jentge (Slement ert^eift , welche« bie Summe ber gefeiert niebrigffrn eiemente jur 
gefoberten Summe ergänjt. 3# ein fo &o&efi niefct bor$anb«n, fo xoitb man bU 
nJcbjhtiebrigere Stelle tynldngHcft er$6fcen, unb, im %aü baju em fo $o$e8 .@Iement 
fehlen foflte, jur. @r&8&ung ber britten ©teile t>on ber &5#fien fiberge&en mßffen, 
u. f. f. bis ftcfy bie gefoberte ©umme barbietet v 

®amit alfo bie Operation überhaupt möglich fep, iji nöfyig, baß bie ^nrnmt 
wn bem niebrigjlen Elemente 4o twel mal genommen, als bie Älajfe an^t, nufyt 
f$on übertreffen »erbe, bann, baß au$ ba«. t)btyfa Clement, fo t>iel mal genommen, 
att bie Älaffe (Sin&eiten in fleb faßt, nic&t f feiner fe$, als bie gefoberte ©imune,, 
b. b; wenn q ba8 niebrfgjk, q + r b*3 $6$!*« ßlemejtt, n tie Summe unb k bie 
Älajfe ijl, baß n niä)t Nffer, al« kq, unb niefct großer ijl, al$ k(q4-r), 

5 

©ie niebrigjfc gorm t>on l0 C[i**4] »ötbe 1 1 1 x 6 fepn, wenn ein fechte* 
Clement wrfcanben »4re, man wirb alfo, naefebem man ber 5ten ©teile baS fcicfcjle 
Clement, 4, gegeben t>at, bie 4*e ©teile mit einem britten QUmtntz befegen muffen, 
bamit bie gefoberte ®ummt i^ert>orge|»e; bie niebrigjie gform wn jenem Inbegriffe iß 
alfo 11 134- 

SBenn man fl<# eine- ©teile einer gewiffen gorm mit einem $6$eren Elemente 
befefet gebenft, unbjm_©tanbe iji, bie fetgenben ©t/Hen mit ni$t niebrtgeren @le* 
menten auSjuffißen , £0 , baß b$bur# bie gefoberte ©umme $er*orgefcet , fo wirb jene 

11 
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• 

Stelle er&tybar fam. Um t>on einer gorm bie n<i<$|i&%re abjuleiten, wirb man in 
tyre fixlteft erfcöfcbare Stelle ein fo wenig M mb$üd) t)bf)txtt (SIement fegen, bie 
natfcfolgenben Stellen fo lange wie m6glic& mit bemfelben (Siebente befegen, unb 
nur ben legten Stellen, wenn e$ n&tyig ijl, $6&ere demente erteilen, bamit bie 
gefoberte Summe $ert>orge$e. £)afai muß natürlich fe&r oft bet jatt wrfommen, 
baff man ber legten Stelle ein um mehrere einleiten $6$ere* Clement erteilt, als 
ber , vorlegten , weld&e legtere ftieburefe jebeSmal er&tybar wirb. SHefe erfctyet man 
attbann, al* bie fodtejt er&tybare Stelle, fucceffib, intern man bie legte Stelle na$ 
unb nad) erniedrigt, wel^e Operation fo lange fortbauern muß , bis entwjber beibe 
Elemente einanber gleich finb, ober bis bat legte no$ um i &6&e* im Stange ift, als 
baS borlegte ; benn wollte man nodfr weiter ge&en , fo würbe ba* legte (SIement nie* 
briger fepn, alt baS vorlegte, wetzet wiber bie Annahme ber Stongfblge ber Sie* 
mente in ben Gombinationftformen wäre. 

Die näd)ftt)bt)txt gorm oon 1224, welche 3U 9 C[*^5] gebären mag, ifl 1233, 
bie nddf)f?l>öf>ere t>on biefer wirb 2223 fe^n u. f. w. (So bilben tfcfr nun j. SB* 

5 C[i-3] = «3/ iw- 
4 

9 C[i~5l •= «?5f "3*f «24f 1233, 2223 

5 

x C[-3-] = *-S-37i. —3-26, —3-15/ —3<H 
• — 3<3' — 3«»i — *-*5# — d-14 

— 203, —212/ — I-I3, —102 
—IIl f 001 



2 
-2 



C[- 4 •*•*]== —42; —31/ — flo'r — l-i 

I 

3 

CE-3-3 = —3-36/ —3-25# — 3-*4r — 3°3 

— 3 12 * —2-24,-2-13, --202 

— 211, — I-I2, — IOI, ' OOO 
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~ l Cl"3-'Sl = — 3-3°5# —3-314» —3-3*3» —3-2-15 

—3-204, —3-213, —3-222, — 3-1-14 

— 3-«>3, -=-3-112, — 3002, — 3011 

— 2-2 25, •— 2-2-14, —2-203, — 2-212 
—2-1-13, —2-I02, •—2-111,-2001 

— I-I-IS, -o-I-IOI, —IOOO] , ' ' 
'4 

C[ : **9] = r- 1 " 1 ^/ — i-A?f — *-*37* — x-146. 

— *-i55# — ^P9/ —1018, —1027 

— 1036, —1045, — H17, — 1126 

— i^35r — I144f » — 1225, —1234 
_ — 1333 > °°o8r 00 t7, 0026 

0035, 0044, 0116, 0125 

0134, 0224, 0233, 1115 

.1124, 11 33, 12*3, 2222. 

3 ' ' 

a Cf-3-3 = ~3"38, -3-27# —3-16, -305 

. — SHi — 323r —2-26, —2-15 

— 204, ^-213, — 22j*, — 1-14 

— 103, —112, .002, 011. 



N 



§.26. 

Kec iittit ist (< £<rfa(ten. 

Stimmt mm bte einfachere Cotauafefcung an, baf bte ©lernen*« , imbejitmmt 

k 
f ottlaufen, fo bitbtt bte niebrigfie gorm *on n C[q«*Jf wenn »an tyt b<« erfte 

Clement, q, abgefönitten ifo'We niebttgffe gotm bon n " q Cfq-] bat, benn in 
tyt ftob alle .©teilen t>on bet etften bt* jur $6t&|ten fo ntebttg al$ mägltc^ befefct 
Um bei bet tnbepenbenten etiengung bte nicbrfgfte ' Ctbntmg jit ermatten, et&tyete 



• ; 
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man aUt ©tetfon tut$ t>er erjtat fo fonge, b\$ fie fo t>od> ol§ m6a,ti<& feefefet waren, 

' * k-i 

b. &. biö man jene niebrigffe gorm t>on n " q C[q-3 na* unb na<£ bis jur ^6d^(ten 

k k-i 

etyö&et &atfe. 2Me niebrigjte ' ©rbmmg uon n Ctq-3 <ft ^fo "^C[q-.]. ®« 
erdete barauf bie erjie ©teße mit beut €feme&te q+i, unb befefcte bte folgenben 
fuccejfio fo niebrig al* möglich, b. b- man Mtbete bie niebrigfte gorm jut w>rge* 
fc&riebenen Äfaffe k unb ©umme n au$ ben Slemenfen (q + 1) . . . . 2>a man nun 
biefe gorm nac& unb nac& wieber er^&^ete , bis alle ©teOen fuecefffo fo bod(> 
befefct waren wie möglich, fo ifi War, baß man ben ganaen Snbegriff bec gönnen 
jur anfänglich gefoberten ©umme unb klaffe aus ben gegebenen (Elementen auger bem 

* k k-i 

niebrigfien bilbete, unb ba£ B C(q.-r] aus ben beiben feilen ""^CCq-] ««*> 

k 
n Ct(q+0-] Befiele. SRan frat alfo folgenbe partielle 9?ecurjtonSformel jur ßiU 

bung ber GombinationSformen ju beflimmten Gummen, bei unbebingt gematteter Sie* 
ber&olbarfeit ber (Elemente: 

k k-r k i ~ 

■C[q.-] = ^*C[q : .].+ "C[(q+D..-3 

k 

SBenbet man biefe Siegel ber 3ertyeilung auf im jwetten $&eil a C[(q+0->] ««r 
fotfl: 

k k-r 1 k 

■Cj[(q + i)..] = n ' ( ( q q t!).C[(q:+i)..] + n C[(q+2) .•] 

gerher ifh 

k k-i k 

n C[(q + 2)..] = n -ftJ, 2 JC[(q+2)..] + n C[(q + 3)..] 

«{fo f)tt man juitäe&jh N 

■Cft..3 = -,*Clq..] + -JtfgCKi+J)..] + -&t3CE(q+«>..] 

k 
+ n C[(9+3).-3 



Söom Sombimten* IL dotnbinixin ju beffimmten ©uminen. 85 
$%t man mit ber JMScerption werter fort, fo'nurb man nacfc ber Wen auf: 

B "(?|h!C[(q+h)..] + n C[(q+h+0"] : 

gefommen fepn, e8 foO unterfuc&t werben, wie groß h fcöc&jienS fe$n barf, ober roel* v . 
d>e$ ©lieb ber fltecurfum ba§ fefete ijh Sie ©umme nimmt bei iebern ©liebe um i 
ab, roä&renb bei iebern folgenben ©liebe um i b^ere Elemente alö bie niebrigflen 

erföeinen. ©o lange nun ba$ niebrigjie ber &tmtntt , welche jur S3ilbung be$ gor* 

k-i •-."-. 

N men Inbegriffs *~ ( ( *{t{C[(q +**)♦•] Wtr«flett fotten^ b. }. q + h fo oft mal ge* 

fefet, al« bie Äfaffe k-i anjeigt, bie <3\xmm n-(q-J-h) nity übertrifft, b. b- fo 
lange (k-i);(q-fh) ober k(q^-h)— (q-f^h) ni#t größer ijl, al§ n-(q+h), ober 

fo laltge h nic&t größer, als £- — q i% fo lange ijl ba* ©lieb ber SleeurftonSformel 
reell. <S8 fann alfo .h zim jebe pofitfoe ganje 3a&f bebeuten, toelc^e nityt größer iß, <äi 

5. — q, fotl e« ba$er bie größefle 3a$l unter biefcr 83orau6fefcung fe^n, fo f<$llt 

k - ' 

ba3 ©neb n Ct(q+h+-i)l «*8/ *e« attbamr k(q + lr+i) ^> ifl, alö n. unb 
nwn bat f6lg?nbe StecurfionSformel : 

k k-i k-r ' - 

n C[q..] = n - q q C[(q : .D.O + B "'^3 # C[(q+l)..]..- 

+ ■ - StäC[(q + ')*]- + ■*TOC[(q+»>)-l 

3. 85, 

4 3 3 

»Cd.«] = f..CCi..]+ 2.C[a.-3 

3 

f.CCi'O = lll6 > i«»5# "34 # r:22 4» «.«33 
3 - 

.+' J.Ct 2 -] ==. 2 - 32 3 
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5 



IO Cu..] = ,?C[i..] + a !C>..] + 3 !Q3.o 

a 

^Ct 1 »-] — M8» i<*7' *>&> »45 

. a ' 

— \ + a !C[a-] = a-26, 2.35, 2.44 
+ 3 7 .C[3.-] = 3-34 

Ct-3-.J = -5,Ce-3..]+ .J.Cc-2-.] + .f.Cc-i.o + o!Cco..] 

a 



.$.C[-3»] = — 3-~39» ~ 3-28'i — 3-17, —306 



—315» —3-34» —3-33 



4.C[-9.-] = —3.-2?, — 2.-16, —2.05, — a.14, —2. 



23 






-i.C[-i..] = —1.-15,-1.04, — 1.13, — 1. 



22 



5 
o 



€ C[o..] = 0.03, O.I2 



i!Cc«.'j = *•» 



4 



-C[-3.o = -a!Ct-a..]+ .V.C[-i..i 

_*C [-«••] = —2.-2-24, — 3-2-13, — 2.-802, — 2.211 

— 2.-I-I2, — 2.-I0I, —3.000 



3 



Il.C ["!♦•] = — I.-I-I2, — I.- 



IOO 



«^ 
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3 a a a 

°Cc-ä-.j'=s ^Ct-»..i + .;.C[-i.-] + ;.C[o..j 

-aCC-a^-3 = ~ ^-«4f —^-J3, — 2.0*, — 2.II 

1 a 



o 
o 



C[°*»3 == ao ° 



%bt q = i tKmanb«H ftcfc alfo feie 3?eanrfton*fbrmel in 

•C.Ci..] = "V.C[i..] + ■-iC[a..l.."^CCr*.l..'ltC[h.J 

wo&ef h-i alfo nkfir grJfJer, afe £ - i, ober h nic^t größer, aß £ fe$n t>arf, 
Sifterpirt man fem SEfeeil feer partiellen Stecurftonffformel: 

k k-i k 

"C[q..] = %!C[q..] + :C[(q + i)-..L ' 

wefc$er feie n4<$fhtfeferiflere JMaffe in fi<& entfedft, fo tft, weil: 
ferner: 

-3CCq..l = '"JSCtq..'l + —jCt(q + D..l •'-' 
autfd^ff: 

k k k-I k-a 

■Cft..] = n CC(q+0«]+ B "^C[(g+ 1)..]+ -gC[(q + iJ..] "■• 

%tytt man mit ber ©iöcerption weiter fort, fo n>irt matt aus ber hten : 

- ~\?C[(q+i>.<] + -^ÜCh-i 

«Ratten fcabem " 2>te Älaffen unb Summen nehmen alfo mit jebem ©liehe , ab,. i inbem 
Vit &mmtt Mefelben bleiben, e* fott unterfaßt werben,** We ©Heber btft im t r£#t 



I - - .. 



wd. 



1 



i 
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I 
< 
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tmt> otenÄlaffe reell bleiben, ober ob ffe.fcbon früher wfebwinben Wimen. Sn bem 
gaße, in wettern kq s= n ijtr flehet nur eine #orm b^^or, welcb* Wefeö mebrigffc 
Clement, q, kmal mfy&Ut föffen jeboebber gormen meiere entfielen / fo fftr nfttbig, 
bafi n ^> kq; rtöbann tfhaber n-(k-i)q ;> q, ©a fieb nun ber obige jweitbeilige 
Xuöbrutf, wenn man barin jlatt h ben SBertb k-i fefct, in 

- (| -ß?Cc(q+i)..l+ n " k 2Cfg.-J 

q 9* 

terwanbelt, tmb ba n-(k- *)q p> q. fo bafi fieb n-(k-i)q in ;ber Steige ber Sic* 

wente;(q+i), (q+a), .♦. beftnbet/ fo tfl - 

-^fijQCq+i)-.} 

o 

iebeSmal teett, vodbrenb a " k 5Ch»0 d» ttnmiglu&e« fobernber 3u$brutf, (unbefefct* 

©teilen I6nnen feine l@umme geben) wegfällt SSenn nun aberaudfr a > kq, fo 

fann boeb n Heiner fe^n, als k(q-fi), in welkem galle ba* erpe ©lieb berate 

k 
curfionSformei, n C[(q + *)•♦]> unb »ieHeicbt no# mehrere nadjtfolgenbe umn6gli<f> 

werben, e8 foß unterfud)t »erben, welcbeS ©lieb altbann jwrjt wieber teeH wirb/ 

65 fet> n + m = k(p-{-i), fo, baß alfo gu ber ©rife n no$ m einbetten 
binjugelegt werbfn qtäften, ebe fte bie ©röge k*(q-f i) erreiche* 3m jweiten ©liebe 
ifi bat nt'ebrigfte Clement fo Diel mal genommen, wie ber Älajfen * ßjponent anjeigt, 
= (k-i) (p+i) = Kp+O-p-if bie Summe aber = n-p, woraus ju erfeben 
iji, baß $ier bie 4 JDifferenj feben um i «einer ijt, als bti bem erffe» ©liebe* SJJeim 
hten tflt bat niebrigjle ©lieb fo t>iel mal genommen, alt ber Älajfen* Cfrponent an* 
jeigt, = (k-h).(q + i) = k(q^-i) -Kq-h, bie Summe aber = n-hq, unb et 
folgt bierau8,jbaf fi$ ,ber Unterftbieb jwlfcb.en n unb k(q-j-j), welcben wir m gl- 
nannt baben, febon um h einleiten verringert f)at Seim mten ©liebe wirb alfo 

n = k(q+i), b, b-;bat *nte iji bat erfU reelle ©lieb ienet Stecurjtontformel, wenn 

k 
te'*em ÄuÄrittfe *C[q-]f k(q + > n. . 9hm tjt aber m = Mq+*)~** 
tootttöt man fogfeieb bat «fle reelle ©lieb- ftnben fann* : y *: > sk' 
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9Ran F>at alfo bie JXecurftonSformel: 

n C[q..] = n Cc(q+i)..] + ■^CC(q+i)..3...- 1 !Cc(q+i)..]... 

worin, fattö k(q + i) ;> ti r taä ®iieS ba* «rfc wtte ijf # . xotltyi jum Älaffen* 
©rponentcn k-(k(q + i)-rt) tyifc - 

©e&ret&t man iebo# biefe JRecurjtonSformrf umgef^rt, fo &at man ben S3ott$eir, 
baf man jebeSmaf bei r#ß*n ©liebern anf&ujt. (£8 ijl b«nnaty: 

■üft..]= ?fcl(k - |l , J?CKq+iyj + -^iS'CCCq+D..].'.. 

v : • ■ ■ " k q • ■ 

■ _(k 'l52C[(q+l)..3.:+ »C[(q *0..] ' 

2)anö<f> tff 3. 23. 

3 i. . » 5. 

8 C[i..] = xfCCa..] + ZC6»..r+ L 8 C[2..]" 



1X *C[2..] = ii.6 : 
= j + i'Cta..] = 1.2$, 



1.34 



3 



+ 8 G[2..} = 224, 233 
4' I a34 

'C[-3..]= - 3 -3-fC[-2.>] + _«JCfc2..] + .|C[-2..]+ °C[-a..] 

I 

-3-3-s£C[-2..] = -sa-3'9 

rf -5-|Cl>2"] =•, -3-3--. 3 8» -3-3»-»7r -3^o6, -3-3.15 



-3-3-?4r -3-3-33 1 






_/ + .3'CH^] r = '-3--*-*7'f -3.-3-16, -3--205, -3-214 

:..':.::. :, -3t-323> . -3-7*-^5' -3*^04, - -3*-n3 

-3.-122, -3003, -3-012, -3.1H 

+ °C[-2* J =-2-2-26, -2-2-15, -«-204, -2-213 

-2-2«, . -2-I-I4, -2-103^ -2-IW 
- - .2002, -20lt, -T-I-13, -f-l64 1 "'• ' 
-I-III, -IOOI, 0000. 12 
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3 I a 3 

•Ct-3-1 - -ilCt-a..] + jC[-a..]+ 5 C[-a..] 

• « 

i • 

-3-§C[-3..] = -3-J.9 

a 

^CC-»..l = -3«-»8# -3*7» -3°6# -3««5 

-3-34# -333 
s 

3 Ct-a..] =s -3-37, -3-i6, -905, -»14 

-333, -1-15, -104, -113 

-133, 003, OI3, N XII 



-5-3 



'jCl-*-.} = -3-3«-' 



+ lt.C[-3..1 = -3.-3-3. . 

» 

« 

3* SBoti v bet iubepenbtnttn SBefftmmitng ctnjctttet Orbnungett auö ben 
Sntegnflrcn ber SomMnattonöformett ju £ejtttmnten ©umtuen* 



k-i 



• • * 



Uta ber a:otatrourfü>n8formel (im §. 33): 
k k-i 

•C&..1 =.'"jCt(q+-D..l+ n 'SriäCt(q+*)..J... 

+ a 1Uh!.Cc(q+b+i)..i 

folgt, bajl ta$ hte" (Stieb tnufe bem onftSttglid^en He hte £)tbnung ttat^ ber anfing* 

k 

lityn von n C [q-.] bacff eile ,. beim nur bfcfc gorntcn fahren baS q+hte 6le* 
Jement an ber ©tffce. ©et ««Sbwttf ""{^fßCtCq-Fli+i)..] ift df© bie inbe* 



1 
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penbenfe fcuftöfung ber Aufgabe, tut *C fq..] allgemein bje hte ©rbnung na$ 
ber anfdnglic&en , ober bie, beren formen mit q + h anfangen, ju erjeugem 3. gj. 

e* wirb verlangt, au* 6 C [-*••] bie j»eite JDrbnung na$ ber anfdnglfcfren , ober 

biej beren gformenmit o anfangen, inbepenbent gu bflben , fo f# fte = 6 C % [i.*] 
= 0.15, 0,24. , ' ' 

5 
SBfirb« ferner bie er(le ßrbnung na$ ber anfänglich« au* n C'[o..J »er* 
langt, "fa tjl fle 

3 

u. f. ». 

Vud ber 2^lrtcurft<m*formel: 

k 

foigt, baß bie hte IDrbmmg nacfr ber anfänglichen au* n C£q..] 

fepi wonach e* > 93. leicht iji, bie jweite prbnung nac& ber anfinglic&en au« 

3 
3 Cl>3*-] inbepenbent ju bilben, fte 

= .£C[-i.-] = -1.-15, -1.04 # -1.13, -1.22 

ferner ijl §. 85. bie erfte ©rbnung nadfr ber anf<$ngli<$en au* 8 C[-i-] 
• • ■ .3 

= oC[o..l s= 0.008, 0.017, 0.026/ 0.035 

0.044, 0.116, 0.125, ai 34 
a224, o.»33 
u. f* w. 



\ 
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B, 9Son ber SMbung attet Raffen , mtyt bie t> MQifätieUM (Summe jtttößt. 

Bon ber Operation im- XU gern tili tn. 

gangen bie ©emente bei einem folgen an, weld&e* eine r\egaffoc 3a# ju» 
3nbep \>at, unb gefcen fie bis ju beliebiger SBeite hinauf # fo wirb bei jeber pojttfoen. 
©uritme jebe Älaffe m6gli# fepn, benn man tann, um bie niebrigjJe gorm ju er* 
galten, alle ©teilen auf er ber legten, beren e« fo oiel fepn f innen, aW man will, 
mit jenem niebrigtfen eienwnte befefeen, unb ber b8cbften ©teile ba«jenfge pofttfoe 
Clement erlitten, welkes, jene negatfoe ©umme auföebenb, bie »erlangte potftfoe 
Summe berwrbrfagt, unb tiefet pojtttoe Clement , fe$ eS nocfc fo bo#, tjl ber 2Cm 
nafyme gemdß jebeSmal t>or$anben. 

©efct man ba5 Clement, beffen 3nber mit ber borgefd&riebmen Cummt ober* 
einfommt, für ftcfr als gorm, fo $at man baburcfc bie niebrigjte Älajfe gebilbet, unb 
e8 Uud)Ut alfo ein, ba$ bei obiger Xmta^me jebe benfbäre Älaffe m*gti# fei?» 2>af- . 
felbe ftnbet and) fiatt, wenn bie gegebenen Elemente bei o anfangen. 

©anj anbert t»er^dlt e8 fufc, wenn bie (Elemente mit i anheben , unb fuccefffa 
ju jeber beliebigen £6be- fortfc&reiten. 3J?an • fann , wenn man au$ alle ©teilen fo 
niebrig at$ möglieb mit erffen Elementen befefet, boc$ nur ^6c^ffenö fo biele ©teilen 
befegen, als bie gefoberte ©umme anjeigt. 3ebe gorm, worin biefeS ni<bt gefc&iefcet, 
pirb einer mebtigeren Älaffe angeboren. 2>a man nun icbe* pofttioe (Element in fei* 
ner ©ewalt &at f fo fann man baSjenige , welche* mit ber ©umme ftbereinfommt, für 
ft$ al$ gorm fegen, unb wirb baburcfc bie niebrigfie, bie erjie Älaffe erzeugt tyaben. 
Serben alfo GombinationSformen jur ©umme n aut ben Elementen 1,2,3... **** 
langt, fo ijl eine erfte, j weite, britte btö nte Älaffe m6gli(f>, wo&on bie erjle au$ ber 
einigen gorm n, bie nte auS einer gorm befielet, welche ba* irfte Clement nmal 
gefegt entbält. 

2Ceb'nlic&e3 ftnbet au$ bei ben Kombinationen ju befiimmten Summen bei öerbo* 
tener SBieberbolbarfeit fiatt, wir werben un$ bier jebotfc nur mit bem einfacheren gatte, 
in welkem äffe (Elemente unbebingt wteberfcolbar ftnb, befc&dftigen. ' 
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SnbepenbenteS ©erfahren. 

ffiirb gefobert, ben Snbegriff oUer ÄUffen barju|ieBen, welche au« ben @(e* 
matten 1,2... n (>ert>orgeb<n f innen, fo fann man nati) ben oben gegebenen Siegeln 
ie^e klaffe pon ber erjlen bi* jur uten naefr unb na$ erjeugen, unb man n>irb betr. 
gtfijen Sonnen Inbegriff aritbmograpbifcb bargeßellt frabem 3» JB. 

4 C[t..]= ( 4 CCt.O = 4- 

. • • • • 

3 

| 4 C[r..] = 13, 22 

3 

,4 C[*..] = na " •'** 



4 - 

4 Cu-] = »» 



J 



yj 



©oH man fte jebocfr.n«* ber lejricograp^ifc^en JDrbnung bttben, fo ;{tnb eigne Regeln 
ber (Sqesgung erß>btrli$» 

JDte gort», welche bie ^)6#e JMaffe barjfeHt, wirb in ber lejricograpbifc&en $** 
otbnung bie niebrigfir fepn, benn in ifcr ftnb alle .©teilen fo niebrlg al$ m6gti<b be* 
Jefct, jebe anbete enttdtf b*bere demente, in welker a(fo trgenb eine ©teile i)tyw 
befefet fepn muß, 2>ie fybdffkz §orm wirb bie fepn, welche bie niebrtgjfe Älaffe bar- 
ftefit, benn ein fo b<>&** (Element Fommt in allen übrigen gormen ntcf>t t>or. 

©ie legte ©teile einer biefer formen fann nie erbtybar fepn, benn, weim man 
wrtyetgebenbe ©teBen unber inbert ließe, wie eS geföefcen muß, wenn bie ju erbtyenbe 
gorm nic&t erniebrigt werben fott , würbe man bie gefoberte Summe -fiberf (breiten. 

«£at man, um eine gorm in bie ndc^ß^ö^ere 5U »erwanbeln, bie fpdtefl erbty*- 
bare ©teile aufgefwbt, unb tfe miglic&ji wenig erb6bet, fo wirb man bie folgenben 
©teilen fo niebrigal* mflglub, itboeb bergejtolt ausfüllen mfiffen, baß nie ein nie* 
brigereS Clement auf ein $6b"eö folgt unb babei bie bejiimmte ©umme bargeße&t - ; 
werbe« 2)a nun aber aut irgenb einer gorm, wenn man barau* bie n<i$jtytyere ab- 
leiten witt, niefct gerabe eine gorm berfefben Jtlaffe entfimngen muß, fo bat man 
ni$t nfttyig, barauf ju a$ten, wie Diel Stellen na$ ber er^beten befefct, fonbern 



_j 
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nur, baß tiefe ©teilen fo niebrig al* miglig au*gefiillt werben, wetye* offenbar ge* 
fc^ie^et f wenn man baffelbe (Element, womit man erdete, fo oft ginter bie erdete 
Stelle fegt, bi* bie gefobcrte Summe bargeflcUt ijl. Jfeglt entließ nocg ein Reinere* 
Clement an ber Summe , fo barf man biefe* n(<gt hinter bie gtgeren (Elemente fegen, 
weil baburd; ber Annahme ber Rangfolge bei ben ßombtnationSfermen guwiber gegan* 
belt würbe, fönbern man wirb e* jur legten ber gieidfr befegten Stellen rennen, im 
bem man ba* Clement in berfelben um fo viel nocg ergiget« XlSbann gat man äße 
Stellen nacb ber anfänglichen fo niebrig befegt, al* e* unter tiefen Umftdnben mig* 
lieb war 3ft bte Summe niegt fo groß, baß man mehrere Stellen naeg ber erg&geten 
mit bemfelben Elemente, womit man ergigete, befegen famt, fo wirb man alfo ba* 
(Element, metege* bie Summe ergdnjt, fogleicg in bie naeg folgenbe Stelle fegen; 
wenn e* nocg größer ifi, al* ba*, womit man erdete, ober e* fogleicg ju biefem 
Elemente rennen, wenn e* niebriger feipn follte. hierauf ifi nun aber flar, baß bie 
wrlegte, Stelle iebeSmal ergögbar fep. 

Der @ang be* SJerfagren* ift alfo folgenber: um ünt fform in bie mfcgftg&gere 
ju terwanbelir, fege man in bie vorlegte Stelle ba* ndcgfigftgere Clement, tmb fülle 
folgenbe Stellen fo lange mit eben bemfelben (Elemente au*, bis bie Summe ergänzt 
ifi, wobei jebocg bie legte Stelle ein gigere* Clement befommen tonn» ffiar ba* 
legte (Element ber ju erg6genben gorm niegt fo gocg, al* baf man, bet>or ba* Cr* 
gdnjung** (Element gefegt würbe, mehrere Stellen mit bemfelben (Elemente ausfüllen 
fonnte, fo wirb jene* (Ergänzung* * (Element gleich bie folgenbe Stelle treffen muffen, 
in welkem Satte ba* torlegte (Element um i ergdget, bat legte um i erniebrigt.wirb. 
3ft enbJicg ba* legte (Element ber gu ergigenben $orm eben fo groß/ ober nocg um i 
größer, als ba« wiegte, fo wirb man fogleicg biefe* ju jenem regnen/ unb bie bor» 
legte Stelle mit einem (Elemente = ber Summe biefer beiben, befegen muffen. . 2)ie* 
fe* (Ergigen ber torlegten Stelle wirb fo lange fortbauern, btS feine -borlegte Stelle 
megr »organben ifi, b. g. bis bie Sorot nur au* einem, bem gitgften, (Elemente 
bejtcgt. 3. 8. 

*C[i-] = *nn, ins, ii3, *** 

H# *3> 5- 
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6 C[l..] = UHU, I1JT2, IIT3, 1122 

- U4' 1^3, ' 15* 222 

24» 33» 6. 
7 C[i..] = Hl""» 111112, 11113, m* 3 

III4, 1133, I15, 1223 

™4» «33» 16, 223 . • . , 

25» 34» 7« 

C['..I =' IHMIH, 1IIUI2, IUII3, IIII22 

HII4, HI23, III5, II223 

«24, 1133, 116, 1223 
125, 134, 17, 2222 
224» 233, 26, 35 
44» 8. 

/ 

$♦32. 

t 

^ettittirenbH »erfahren. 

£ie niebrigfle gform befielt immer au§ fo m'el er jien Elementen , , a« bie 
©umme anjetgt, nimmt man alfo ba$ erfie Clement bat>on weg, fo bef>dtt man bie 
niebrigfie gorm, welche jut näc&fioor&erge&enben ®ummt au$ benfelbetr ©ementett 
gebilbet «Derben fann. fWan er&tyete nun , bewr man bie erfie Stelle jur er&ö&ung 
30g, alle na^folgenben Stellen nad? unb na$,*bi< ** unter btefen Elementen fein 
ttac&folgenbe* mefcr gab, b. f>. bi« man jene nad&folgenben ©teilen fo $0$ aß mig* 
K<& befefct fcartte* £er Snbegriff aller gönnen alfo, welche ba* niebrigfle Clement an 
*cr ®>ifee f&$ren, iß nf<&« anber», al* ber Inbegriff «Der Stoffen, bie jur n<i$ft* 
fiebrigeren ®tnmne frwrgefceii f&nnen, beren ftfmmttf<$en gormen ba* erfie Clement 
wrgefefct ift Snbem man nun r in ber inbegenbenten ßrjeugung fortfa&renb, bie erfie 
eteUe mit. einem jweiten demente befefct*&atte, füllte man l?ie nac&folgenben mit 
gleichen Elementen au«, ber legten ba* Crginjung« * Clement ert&eilenb, fa. ft. man 
Wbcie.We niebrigfie gorm* welche ft# ju ber anfänglich gefoberten Summe au* ben 
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gegebenen Elementen, aufier bem erjien, erjeugen lo^t. iDtefe fjorm erdete man 
nun, bis e* fein nat&folgenbe* gfement me$r gab, ober bis bie botbjie gorm bnr# 
@*b6&ung ber ©teilen fceroorgegangen war. 2>iefer jweite Äb>il ifl alfo ber Snbegriff 
«Her Stoffen , welcfce 31K »orgeförtebenen ©umme aus ben gegebene« . dementen 

auger bem niebrigjien erjeugt werben finnen. "CD.«] beliebet alfo Ott« ben beiben 

SEbeilen: ""^CD«.] «* n Ct a -] fa *>«£ wo» «*f» We partiette. 8tecurfton8* 
formet f)tt: 

■Cd..] = ■■ x , .Cd-..] +: b C[»..i 

25a nun aber 



C[3..] = n tC[2..] + n C[3"3, 



ferner: 



»Co-. 3 = ""s?Cö.-} + n CC4..] «• f- f. 
fo ijl Kar, tag man allgemein nacb r £)i*cerpttonen auf einen 3fo*bru<f: 

■Cd..i = -/.Cd..] + "*Ci>..] + n '£Q3~i..-+ n ",:CD.o 

. ' ■ + ■CCCr+D..] 

lammen muf. £>ie ©umme nimmt hti jebem ©liebe ab, watyenb bie Elemente 
immer gr60er warben. <£o lange nun ba$ niebrigfle (dement no# ni$t girif er ifi, 
aU bie ©umnte, fo lange ftnb bie ©lieber reell, jtnb aber bie demente alle grSfer, 
alt bie gefoberte Stamme, fo fann nifyt einmal bte erf!e, alfo ouety feine folgenbe - 
Älaffe möglich fepn. Da« lefcte m6gli#e ©lieb ijifra«, worin r = Ja ifj, fo wie 
rlgrfifer wirb," ge&et bie ttnmöglic&feit ber goberung am 3jl batyer n txm paare 

Saft, = 2p, fo barf r &öc&jienS = p fepn, tmb ber Xutbpxd £C[p v # es PP 
iji n eine impaare 3a$I, = s*p-|-i, fo barf r nidfrt ju p+i werben, weit e$ mefa 
beträgt, als bie #d(fte t>on 2p+i, e« fann frier (fcftfteiiS ein pte$.®licb geben, 

wie oben. 2>er legte Zfail B Ct(H-i)*.] ijt «ber iebe*mal mftglty',' bemt n 
f6mmt in ber JRei&e ber demente <r-f-i), (r-f 2)... t>or* 25a nUn aber ba£ nie* 
brigjie (Stement in biefem 2tu*brudfe, (r+i), mefrr ijl, al« £n, fo fann baffeibe, 
itnb um fo me&r bte folgenben, me&rmat gefegt, bie ©limine n niefrt £ert>otbWngeri, 
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v 

' "OlOHM)-*] Ion* ftty ntyt-aiS gformen l *m. mehreren «(ententen befle&en* nnb 
ba e0 nur ein Clement unter (r+i), ; (r+ai».* flfe&t, »ftye* im Stange • fa .(od} 
i#, all n, fo ifi ber legte SEfteil ber 8Jecurfion$f orra«l . immer b** Clement, rottdpß 
im Stange mit ber torgeförlebenen ©umme (rberetn!ommt f für ftc$> als gorm gefegt 
SRan £at fMgßcft bie Xotairecurßondformel: 

i cti.-j^»- ; «.Cft..i , + , -:cci.j."..'+ äb -*cd'..]-. + :Q?..i+» : a.' 

oben ■ \ 

aB+i C[«..3 - "Ctc] + v-2C&.j...+ »- fr -»Cr..]... 

•■+**jCCllvJ +.(»+0 

Satnacft bflbet fi# j. «! ' ~ : 

• » 

JC[*..]= 1.111,1.13, 1.3 

= } + tCC»..3='a.« 

+ 4 .= 4', ..... -* 

7 -Cc«..l' = ?.C[x-3 + iCc«.o + tCö.J+7 

+ 'Cc«.'3 = (i«»»«» 1.11112,1.1113, 1,112» 

[.114, I.I23, I.I5, 1.222 

*Mi i-33# x« 6 « 

+ iC[«..3 = »»3, «-5 "'"' ' 

+ iCC3-3 = 34' 

+ 7=7 

©ttcerpfct «um «tat b«n 2&«U bet pattitUtn 8tecurjton8fotrnul; 

■CCi..3 = *£[•»] +,-£C[i..], 
Wl<b«bi«f4lb< 6ummt barfltttt, n C[3..L fo ift junac^fl, ba 

' . B -/.C[r..3 = -iO-l + %"x!C[i..]/ 

« 

ferner; 
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" ; " *; 1 !Gc».^ :, *-S€!3Ä..i-+-T i *eci..-],i • 

'SRon ffonmt .bei bet rten &i*eerption auf: 

»obon bei: erfje SJ^etl immer mflaüdfr fepn mu$, fofalb n-r iti^t Reutet iß att .2, 
tf batf oifo n-r $6$ften9 — 2 , b. ff. r=a-2 »erben, alSbamiiß biefer 3$eil 

* * * 

nnb bet lefcte, bei ber n-aten ©fecerprfon no$ übrig geblieben« 2$eH ijl . 

Sfcan b>t fofglKb, folgenbe £otaltecurPojn«for»elj 

»C[r..] = »Co..] + -iCt«..] + ^CD»..],., + ."^fc D». .'] ... 

+ ; % ,-fCta.".]' + 1» 
»otati* ßcb folgenbe foecfelle 8<$Be lettbt ergeben: 

5 C[i..] = 5 G>.;] + *C&..3 + {«Cfeif-] .+ nuCta..l+inri 



• . 1 



r s 



C [»..'] ss; 23/ s\ 

+ i.Cfr..] = I.22, 1C4 

+ I.I.Cü*..] =* I?t.» 

+ ihm = irm 



r* » 






•Qi.J=='Ga.J + J.C&»..] + ,}Qa..]+ il JCt9..J + „nÖ3..]+i 

C[2..] = 222,, 84 # 33, 6 



IIIII 



+ i.C [«..].. =« W3,, LS 

/ + ii.C[2..] = 11.22, XI.4 

+ ,rfCC2..I 



j» » » » 
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irr. 



+ xm.CE*-] = int.» 



j.j 



: ',-t 'tu 



f 



HIHI = IIIIII 
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SSon t»m combtnatottfc^cn ©ijetatfoiwtt, infofern fie auf 

. mehrere eicmcntcnret^cn SSegttß $afcm 



8 * m «VrfCren fm Xltj e taVf.ne'«. 
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{» 3 finb meb&re t>erf#iebene (ffemeritenteiben gegeben , man folf au$ ben ©temeritert 
aller biefer Sieben äufamutenfielitangett bilben. fcaß.ftfer me&rtre, t$e«8 411 fe$r uft 
Riefelten ©perationen SSeranfoffung gebenbe 'änttafyneti gemalt tprfben firmen, er* 
fettet attf ben etffttt XnMttf; man ^at' ftd& ieboeb bf§ jefct mir mit ber efnfad&en 
JBoratilfefcimg begnügt, nad) mltyv jur €rjeugung einer gorm jebe Steigt ein« tyxex 
demente fcergiebt, eine Annahme, welche ju 9?efu Waten föbrt,' ebne bte bte Enafy jt* 
wobt nie ja im Stabe be* SBoHfommenbett gelangt wäre , (n welchem fte ft$ * ge* 
jjenwdrttg befmbet ,f • • , 

I a 5 . t 

' Sie etemente ber erfleh Steige mögen bur$ ä, a, a, .♦♦ a..,^ie ber jweiten 

•' I 2 3 r ' X ä 3 r ^ ' 

ta*r$ b, b, b ♦ .. b„, allgemein, bte ber ntm-tftttyt bttrefr n, n, n ;.+ n.. bejetefc* 
net »erben , fo , baß atfo ber Stoff jur »ilbung ber 83ariatten8fortfien folgenbed 
©i&twd bat r 
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©et JDeftnitfon ber Operation gemäf ttmmt ti auf We . 8»fjje .ber Clement e 
in ben Complerfonen burcftau* nuftt an\ ftat man > 8, auä ben Steigen? 



a 



a 
a 



z a 
b, b, 



1 

Cr 



3 
b, 

5 

c. 



4 

a 

4 
b 

4 
c 



1 4 



eine Comfrlerfon a, b, c gebilbet, fo fft e« gonj einerlei, ob fte bfcfe ©eftelt ftabe, 



1.43 

ober ob man fte a c b 



3 
b 



z 4 



ober b a c tu f. ». fcftreibt , benn- bie $orm befielt immer 
aut bem erflen (Elemente ber erjten Steifte, out bem 3ten bet jmeften unb ans bem 
4ten ber britten Steige. Xber in ben Compterionen mu$ eine. jDrbmmg fterrfcften, 
xomn man fiberftaupt ftftftere {formen 4>on niebrigeren unterfcfteiben, b. ft. auf einem 
inbepenbenten 3Bege ba* ©efoberte jut SarfieOung bringen toitt. 

3n jeber Compterion fommt ein Clement aus ieber ber gegebenen Steigen tot, 
menä man alfo bie demente in iftnen iebe*mal fo orbnet , unb e* mirb ba* Ctofa<ftjfr 
fepn, baf nie ein Clement einet öfteren Weifte einem einer niebrigeren oorangeftt, fo 
ffl lUx, baß bie Jörnen in gleiten ©teilen demente au* ein unb benfelben Steiften 
entft/tlten »erbe* 3n ber erften Stelle mirb iebe*mal ein Clement ber erjten Steift* 
in ber jnmten ©teile ein Clement ber jmeiten Reifte , allgemein in ber kten Stell* 
ftet* ein Clement ju ßeften fommen, wel<fte* an* ber kten Steifte genommen iß, b. ft. 
e* mirb in ber ersten Stelle ieber Gompterion immer ein a, in ber ameiten ein b, 
allgemein in ber kten ein k ffefteiu Xber ftierau* entfteftt eine JBequemlicftleit in bet 
&e&eicftmmg, benit wenn bie Stelle in bet gorm fefton bie Steifte anzeigt, aus meb 
(fter ba* in iftr ffcftenbe Clement genommen ift, fo mirb e* mit nJtftig fepn, tfe 
3aftl in fte ju fefcen, melcfte ben Slang be* Clement* in bet Steifte angiebt, aui bet 
biefe ©teile demente anneftmen (amt fBlan 1)at baftet nuftt nitftig, bie SBucftfiafren 
mit iftren Enirigem 41t feftretben, fonbern, tote bei ben frfiftem Operationen, nur 
bie ledern felbjt Sott man 5. 85* au» obigem SBeifotele ba* 3te Clement ber erffcn, 
ba* erjte ber jmeiten unb bat viatt ber britten Steifte ja einer {form pereinigen, fo 
mfrb biefe 314 fepn* 
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3lac| Wefto fcMfojttng In bei; »e**k^ttuirg t'ft e« mm atfa nfcftt mefr ebwrfef, 
wie bie Sorge bat Kitjefger in bro fBartotämecowpleiriojKtt ffätt finbet Baeibtagf 

- i 5 4 

wirb bti tiefet £>yeration nur 8tarf$ieb«t$eit be$ Sfobalt« gefobert> fo, baf a, b, c 

4 i 3 u 

mit o, *, b *iUtg etnerteHjl, bebfent man m «fct* ntfr ber Bnjefger, na<b ber 
eben fefeefefcteo Orbntmgrf 9 blattet 1*3; 3M* 312, 11» f. w. ganj t>erfc^itbme 

Jformen, benn bie erffe fji ab c, bie jwefte a b c, bie britte abc 

" Statt f ann nun beim JBariiren jwei tBorattöfefcungen machen , enttoeber bie 
{Retten entbaften &ottfWnbig aüe Elemente wm erjfen att ununterbrochen bis jur be* 
ftimmien £4b*# ober e8 ftnb fo i^ttett fcfitfen wrbanbeti. 2Me Allgemeinen Segetq ber 
Crgeugung muffen fidj> jebftb tinmer gleich bleiben , bie dteiben m6gen gepaltet fepn, 
wie man will. 
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1. 83 om Statuten an ft#«. 

r ■ 

I - , 

A. 3$<m bet Q3tfbi»ig be* .StoriationSforme» att$ &©Hjtött&i$e» Steiftet». 



5* 34 * 

3nbepenbcntee »erfaßtem 

Sie niebrtgfte gotm ent liebet , wenn alle ©teilen fo nfebrig alt miglidfr befefct 
ftnb, b. b» au Seren »Übung iebe flttf'be tyr niebrigfte* Clement hergegeben bat. 
Scbe ©teile muff «rbtybar fe$n, wenn bte Weibe, au* weld&er ffe (Elemente annimmt, 
jwb btyw (Elemente betf|t, a(* ba«, welä^e* in jener ©teile ftebt $at man nun, 
imi eine Sorot in bie n44ffytym ju wrwanbÄn , ~ bte fpdtejl . er^bare ©teile mbg* 
licbji »enfg erbebet , ttnb will bie folgenden Stellen fb ' ntebrig al* qjglicb ausfüllen, 
(0 gcföiebt bie« offenbar nur baburefc , täfr jeM ber JJteifjen, aut welker bie fblgenben 
©teilen Elemente anttebmen Wnnen, baju i$r niebrigjfcs- Clement bergtebt, b. b* baß 
alle na^fblgtaben ©teilen mit niebrigfiert (dementen befegt werben* $at man %. ». 
an« 3 (Retyen, wown iebe 4 (Elemente befigf, eine Sform 244 gebtlbet, fo wirb nur 
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bte erfte ®te0e ct^&kat fe&n, we« -tyr iwtite «nb dritte Reifte f eitr . gte» fftemcnt 
ftaben, Jtoroilfie.rftttii ©teilen ©toff jwr er&J&img barbieten fönten; bte erfle 
Steige wirb tyrer ©teile ein brüte« ©fernen* geben, unb benrnacft bie nd^ftytyere 
JJorm 311 fe^m ; * * * N 

( SRan bebi<nt $$, xm bm Sn&egßff aSer Sforfaflottffonnen. anjubeuten;, fee& 

3*«&wtr V , . u»b fefef bie 3dH wbfte We SRetfge ber wrtyanbetftnJRetyen anreißt/ ba 
fie audfr jualeufc ttaffen^;yonent tfl fibet bajfel&e, ben <iB*n ? Wefen Steigen gemeinfd&aft* 
ticken 3«bejr aber in einer Äkimmer hinter baffetbe, jo, baß allgemein ber Inbegriff aller 
93ariation5complejcionen/ welche fic^ au* k Keinen« beren iebe n Elemente entölt, 

\ ' ~ 

barfleffen toffen, -tHrdfr ba& 3eic$en VT r -- n 3 reprifentirt wirb* 
9ta$ biefen mbepenten 9ttge6t ber ßrjetigunfl tfl j. IB. 

VD..33 = ii, i2 # 13, 31 

32» »3, 31, 32 
'33- ' •.•••• 

5 
\[\,%\ = 111, '112, 121, 123 

211« 212, 221, 222. 
4 

Vli..43 = *«* na» .«3* »4 " 

121, 122, I23, 124 

131* *3»# 133» 134 
141, 142^ I43, 144 

911» 312« 313» »*4 . 

221, 232, 223, 324 
331, 232, 333, 434 

; 241, 4142, 243, 344 ^ " . 

311, 313, 313, 314 \ 1 

. 33i, 3»3, 333, 324 
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:;/ ; : - fcft m^fgjie;g(Jtrn •etrt&iitf **r erffc Gimmh, tfntftcf ihan alf^to« bh 
erjfcrt'®«ße^tft rfe Ktift biem^gfre J %om Ut n^ftniebrigdfen Jtti^ r t>bff aw« 
ben gegebenen eiementenretyen aufer ber erjien gebttbet, fibrig» HRärt itfhtydx trtm 
bie'fofoe&dfr fetten na* tc^.ÖlbQ nad&jmb jtajf, Mt ^eine bÄff&en we$r .ihw 
&$tyuag t>ertFug) e$e man tiefe ongrijfj *b* ' ^ l Aiaii Hibere 1 ^ uin bie erfte JÖrbiiung 
iu e^b^Hr / ; a«t ^bbriU^otiH^ikiS <ttt8 W '|^|ebeften Stöben «ußerjbrtr ertfen, im* 
feftte ibnen,ba* erjle ©emtot ; ' ber erjhn' dlef^e ton Sttbem nian : baratif bie erfie 
Stelle mit einem jroetten @Iemente erdete, befefcte man bie fibrigen »ieber mit 
niebrigften .Elementen , weiche man barauf weber fo lange erdete , bis fte fo $o£ 
a» mSglity befefct waren. 25ie zweite ©rbnung xft alf* ber Inbegriff aller Sonnen 
«* ben gegebenen Steigen auf er ber erjten, benen man ba* jmeite (glemettt ber frjtet 
Retye Wrgefe^t bat Allgemein , inbem man ixe erfle ©teile mit einem rten ©femenfe 
erdete, um bie niebrigjte $form ber Drbnung r $erwrjubringen, ffittte man alle 
nac^folgenben Gtdltn mittxfttn dementen auS r welche mm baranf, e^e man jur 
r+iten JDrbnung &(ergin^ f na^ nnb ttac^ fo %o6f ati miglid^ frefegen mufte. Sie 
rte JDrbnung xft alfo aDgemein ber Snbegrif aller Sariatiotrlformen airf ben gegebe- 
nen Steigen auf er ber erfen, benen ba* ife Siement ber erjlen Steige wrgefeftt i^ 
Sie W<b$t jDtbnung muf natütlify bie nte fepn, wenn bie Steigen n (Siemente 
ent^attem 
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UnKttet Hfyffymtt. 



k k -* M, ,. k -* k - x 

V[l«nJ = i» V[i« n l + ». \ C*--»3 + ♦.♦ + r.VtL.n]... + u. VC* • • «3» 

SBoCfe man tue fdmttic&en 83ariatipn«fprmen , töel$e au6 gegebenert Setzen berbor* 
geben f innen, rÄtf»drt* lefen, ober jfe,umfebreti, fo,;$*0 bir Jefete ©teBe jur<r#en, 
tiefe gut legten wirb, fo würbe man alle bie JBari*tipn*fbrmen lefen, welc&e an* 
benf eften Steigen, nur in umgefe^rter JDrbnung genommen, gebilbet »erben ttnneit 

$at man nun aber l Steigen, jebe t>on n dementen, unb betrautet bie tte 
als niebrigfte, bie erfle aW $i$jie, fo bat man, wie oben: 

k k-x k-i k-l k-i 



Ciejlt man aber atte biefe gormen rftAofctt, fo fort man bei -V [*••»]# tttc e* an* 
fitidtty Mffiaommm »urte, W« ttftt dUfyt aW niebrfefle, feit Jtfe «(* gutyße fee* 

k • Vr i k '<£ k-1 k-1 

»ine SIecurftonSformtl, treibe burtf 9to$fe$en ber fltemtfe fcer Uta 8Tci(e an , We 
gormen ber k-iten ÄtoiTe, bie kfe ÄlajTe abjuleiten Ufert. 
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1.232, 1.233, 1.311, 1.3x2 
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£tt>eit<t tffrfc^ttitt. 
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i»V[ x **4] = ^»f xl *t ** i 3t **h 

IAX, 1.29,. 1.93, 1*24 

i.3*# i-3*# I33# x-84 

141, 1.42, i.43# xJM! 
2 

+ a.Vti-*4] = 2.n, 2*12, 2.13, 2J4 «. (♦ w. 

+ 3* VC r '*4] == 3*"# 3." «♦ f* »♦ • 

1 

+ 4.Y[t*.4] ss 4.11, 4-W «..(•»•. 

% l 1 I 1 I 

Vti..53 = X. VCi .5]+a.Vti-.5]+3.V[t..5]+4.V[i..5]+5.Vt«-5]. 

1 
x.V£i..5i = «•*» «•*» *-3» M»' 1-5 

+ 3, VC«. «5] = *•'» «•»» a-3» »4» »«5 

z 

=5 { + 3'\fa««5] = 34» 3>* t 3*3» 34» /3-5 

•KT -■ 

+ 4..VCI-&! =7 4*» 4-»» 4-3» 44 » >5 

+ 5.V[i.-5] = 5-r» 5«»» 5-3» 54» 5-5 »• 
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9l«4 t« trftcn Keeurffon«fotnRl..'je&tn .Dfe.gc-tmm in .tcrtcagMtfittec.'Orbnung 
&en»or, »ä$renb Wefe «Be Me $ormen fo eine ®tuwe jufamrnenjWlt, wetye gleite 



/ 



. x : $♦. 36. 

JDie Snbicel ber «emetfte etfäeftten bei >en fBotiationlformen in äffen Combinationen, »el<be 
fi<b aiit tyncn bilben lafffcn, unb ]ebe liefet tfombinatfontfotinen in offen tyren fierfetungeu. 

* 

Sa* fnbe^enbente »erfahren bei ber Ableitung ber,. JBart>tion*formen bat 
3Cebnli(bf eit mit beny bei drjeiguqg ber ßo*binajiai>afo?me« Mit v SBieberbolungen» 
Sie niebrigfle gorm bübete fteb-efeen fo^aueb bie fuccefffo t)tyttQ\ t fo lange man 
bie legte ©teile erbäte»* ©obafe man aber einet änbern ©teile ein ^6^ereö (Sternen* 
erteilte, füllte man aUt t*Igenben ©teilen mit bem erffen (Elemente au*, uxtyrcnb 
man {te bei ben ^pmbmation*formen mit eben bem (Elemente befefcte , womit man 
erbftbete* (Srfi qa6bein tiefe folgenben, mit erßen (Elemente» befefcten ©teilen mie» 
ber bintönglfrb er$0et waren, gelangte man jirttne* £*rm, tie*, r af* Kombination** 

• • - '3 

form, bie nidjtfbtytre geuefen voixt. SBJre man j. 83* bei Ableitung t>oh V ft • • 4] 
auf bie gorm 144 geTommen, fo (fl bie n<$<bfi&öbere S3ariatton*form r 211, bie n&bfi* 
bJ^ere (Eombtnationöform aber: 232. 3u biefer $orm, 222, tarn man aber beim 
Sariiren aud), nadjbem man bie gorm 211 fuccefffo in 212, 213, 214, 221 erbtet 
1)atU. Sie b&<bffr Sariationöform wirb immer au* lauter 'bfa&fan (Elementen be* 
ffeben, fo wie bie b&<W*c ßombihation*fbrm , meiere fty au* ber {Reibe fetner tttjei* 
ger *ilben Idfit. 

' Unter ben S3artation*formen , fobalb man fleb brt^SJejeu&mhtg bebient, baß 
nur bie ben dementen aller {Reiben gemefnfdfraftlicb*» Änjeiger in bie öomplerionen 
eintreten, befinben ftcb alfo alle <5ombination*formen , bie ficb au* tiefen Anzeigern 
ableiten Iaffen, b. b* alle du6 benfelben gebilbeten formen, welche bem 3nJ>alte. nacb 
tum einanber. terföieben ftab* Sie fibrigen Bariationöformen f innen alfo nur in ber 
0olge t>on biefen abwettern SJetrad&tet man nun irgenb tim 83ariation*form , ju 
beren öilbimg alfo iebe ber gegebenen Slementenreiben ein (Element wm einer gewiffen 



STom SJarütcn. L 3?om 9J«riteat an jü$. 



109 



$i$e MgetMgenr:fe(t , ff;ff* Rar; 1»f t jtbe$tif<r .«ety« i«be* Itar-fidfr in b« gfoim 
*<^ubenl>«t demente ju» fJÖiltiroa *tt $owwn bergeben lamvJb. $/b«f «* außer jenes 
gorm ro# movere anbete gebe, worin bleftlben 3nbfce*;fito^, fa,-Atf >na# unb na$ 
ieber Snber jejbc ©teile einnimmt,, ober bliebe fjfolfle betfelben jum ©orfd&em fmipt-- 

x $ie alten eiementenseiben gemetnfc^aftli^eiv i3«bice§ erfc&efe 
nen olfo bei ben 83 ariati*trtt formen in allen GombitrattVnen, unb 
iebe btefer formen in allen i^ren 9>ermutationem ^ 

SRau Um alfo , um einen Inbegriff ton SBariatiöttJformen: fcn erzeugen , juerfl 
alle Gombinationftformen au9 ben Ättjeigern bilben, unb jebe berfelben ipermutiren. 
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1211, 1311, iäai, 1213, 1331, «21», 132» 

'Utk'; 3*11, «iiaf t 1231, 3*i3\ «22t» 2123 

2121, 1312, 3J^I,. 2132 
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2131, 231» 
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9121,' 3« a 
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.v ;*33ä* .3133*. -., -\niQß. 9 \ 23*3, 3^33^'". :t:r,*;vjö 'ulnnno** 
133?" 33*3* ' «3»» *33*' 33*3# ,-■;>; '■>'- 

«33' 333** ~ 3**** 3**3* 333*# -- *■ •' --"■£ 

,. «3131 ; - ^3*3*' >• - : - i:*)." >S£ 

.' *3J^'' "' -" ' -33**' • i :. '-' .:^ iv 4 "Ha T):t 

3123, ..•' .'/••:.<" *' / . ' v r r.I •:; .iv;^ •■-*:!$. *tf*i 

*» i«* 

©oflten. tJte Steiften ber Elemente, aus benen ft$ öartotion*förmen "bitbäi fotten, 
alle ibenttfö fepri, fo bebeuten bie Änjeigcr t>on gleichem SRange in bett Gomptoionen 
au$ immer bajfeibe Clement , trab aUt bie formen alfo, meldte nur in ber golge ber 
Anzeiger t>oq einander abweisen, ganj ' biefelben {formen* 

SRan bat atfo aUbatm nur ndt^tg , aVe GombinationJformen au* ben Änjei* 
gern ju bilben, nnb jebe berfelben mit ber 3a$l al* gactot ja terfeften, toctye ^ 

jeigt, pie oft ft$ jene demente oerfe|eri lajfen. SBerni jebe GombinatioMform tost 

k • ■ r. ' 

C[i-n] fo oft .genomptfa werben foH# als fu^ i^rf (Bemeftte »erfeften (äffen, fo 

• '.••*■> 
fott bie« im ffolgenben bttr# baS 3ei$en „CEi*»*] öngebentet »erben» ' 

k 

©tob atfo alle l Clement enreiften , Äorau* fty V[**-«] bilben tfoff, tbetu 
tifefr, fo fft: 

k k 

unb bie »ecurftonSformd : 

k . k-i k-r k-i k-i 

V[i ..*] = V[i.*»]*i + Vi«-»!*» ••• + Ytu.T^t .♦. + V &••»]» 
wnoanbelt ftd^ in: 



• \ 



I 



SJotn Staturen. I. &otft SBfttUten an ftd>. Hl 

k k-i kri k-i k-i 

f C*[t«.n] es- f C[t..n].i + pCCi..n].».i.+ |) C [t«n].r... + p C *[i.'.n].n 
fo vtfti 

k t-i k-x k-i k-i 

V[».»n] == l.VCi..n] + «-V[i.<n]...jf r. Vtf'.n].- +n.V[i.."] 

int » " '.) 

* k-i k-x k-i k-i 

- && .•.■;•• 

;t..-8T'j.J .1 ..-..•*. j . • .... •-$ < • *' '" •• "" 

J%C C«--3l = *C [t.»$ir.+ frCtl-3).» 4* j>C(t».3]'3. 

•*;«:•'! *j • • "•/ » ' '•"' •' ' ■". •'■ • • '.i„. ' .*■ 

»*:.."• <• tyC[z»3)*i's= ua, «.<«»•*)# 3.(13.1), 38.x, a(»3»i), 33.x. 
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• . .* 



»Cft,-3i«3 ?= «»3» 3«(w-3)j '.«*(i~34>'f »«,3, ».(»3.3), 33.3 
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B. $t>n bet 'JBffruts bet S&arfatfon$fotmen au6 ittti>oQ(l&nbigen SRe^en. 

* >•»• 1 * • ^ • 1 ■ * ■ • » • ^ 1 • - • 1 - 1 , '/ * 

.1. > . ' J . J. C . .1,.' «. ». ' » y ■ ^ } 4 , J , , |% 

3 « b e )) e n b e r t < S 8erfa}*eti, ;. , 

»i* feit ^aben wir im* mit mit bem fpecMfett gaffe befdfrJftigt, bafl bie 
Reihen, an« welken ftcfr bie ßatfatton« formen bflbert, twffftönbig alle (Elemente ent* 
(altem 3Ra$t man nun abe* bfe gtottasfefctmg , baf ftt ben einzelnen Reiben Sie« 
mente fehlen, fo werben bie'ttin äftgtfettetut .Regeln Äm'ge Berttoberungen erleiben 
mfiffen, obgfcicb ba* SBefentffltyfit beefd&en Jiwcränbafc bleiben muß* 

Sie ntebrfgjie gorm im$ immer biitftyn, wfyu Jebe Retye tyr niebrißjle* 
Clement (ergeben $at* tfWWtf* W* 4t ffe einen Rang $at. ©inb *♦ 83- bie 
Reihen» : 
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l-A 


i * 5 - .' 




■_a, , a, .*'/ * 




2 3 4 
b, b, b 
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• * * 




t a 4 

d, d, d 



;- ! 



-z r n 






.* — j. 



V 



1 * i i 

gegeben, fo ift bie niebrigftf Barfatfoftgfbim au« iejtfctten a f b, c f Ji oben ujjj, 
benn iebe Steige bot iftr ntebrigfJeg Clement gu tftrer Crjeugttng bar. JEfcHSrftftft* 
barfett einer ©teile erfeynt man baran, biß bie Steige, aug welker fte Gfapente 
annimmt, mwft. tin^Stprig ßte^iei* entert, 'afg^agj wel<fttg 4tr iftr -Mctl Sty&t 
man bte fp^tefl erftjftbare Stelle auf, fegt in fte ein fo wenig al« mftglicft ftjftftcreg 
Clement, unb f&dt alle folgenden ©tefien fo triebrtg alg m(gli$ ang, roebfteg baburefr 
gefefteften muß, baß tftre Reihen iftre niebrigfiett demente bagu ftergeben, fo wirb 
man bte n£$f$6$ere gotni a&gelrftet &«fcn; 3p jV £*♦ an« obigen Steiften bte Jornt 
12 14 gefcilbet, fo tft bte britte ©fette bte fixitejle, »eftfte einer Ctftifttmg fJftig iß; 
fegt man ba* Clement ftfriein, toW<!fte8, äut tpterTReifte getfommtn, bag n4cftfift6ftere 
tft, nnb giebtber legten ©teile ein fo niebrigeg Clement atg mftglty, fo ftat man bte 
ni<ft£ft6ftere gorm 1031. 2)er ©ang beg Berfaftreng tfi alfo im Xflgemetnen b^rfelbe, 
er wirb jebo<ft nt<ftt fo regelmäßig fepn, inbem man immer bte Snbiinbualitdt beg 
©egenfianbeg im Xuge ftaben muß ♦ v 

3* & bte ©ariationgformen, mel^e jtd^ aug obigen Steiften erzeugen laffen, 
flnb folgenbe: ' ' i '- ' •' ' ' , • ' " *' - * • j * - 

-. . * J*n# um, 1914, 1331 . . 

123*# W84» 13»*» *3» • :■>'. '■- 

;X4Wr 14«/ J4Mr# :;«8iv J «:: 



fi 






HW^J 1434/ ri»n#: «tt* s 

*a*4, a*3*V ^ä*"' '•W 
»tu* ajia, «314»- »33* 

»33* * *334r 04" r «4** 
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$. 38. 

1 

ftceurrtrcnbe« Serfa^ren. 

2fa# bie reeuttirenb* Siegel futbet $ier mit tat ge&Jrigen Sefc^rdnfungen t^rc 
Ämoenbtmg. #at man au$ gewiffett Stetyen alle ßariatidnSformen erjeugt, unb 
fimmt eine anbere fcinju, fo wirb man ieber f$on gebilbeten Sform aus ben frühem 
Stetyen fuccef^fo iebe« Clement ber neu&tnjugefommenen nac&fefcen, bamit ßariation«* 
formen fcerwrgetyen , welc&e au* äffen t>orfcanbenen Steigen gebilbet werben 1 önnen. 

£at man j. 83. auö ben Stetyen: 



I 


3 


5 


a, 


a# 


a 




2 


3 




b, 


b 



c, c 

ben t>on|idnbigen ' 3nbegrifF aller 83arfa«on6formen erjeugt, 

iar f 123/ 131, 133 : . - 

221, 32J, 23T # 233 

3* 1 ' 3*3* 33** 333 - 

unb lommt eine neue Stetye d, d &inju f fo wirb man ben t>orjie$enben ^orjjjen beibe 
Elemente nac&fefcen, um bie formen ja, erhalten, welche ftdfr aui jenen 4 Stetyen 
bilben laffen. 

I2I.2, 1*3*2, 131,2, 133.2 * 
221.2 , 223.2, 231.2, 233.2 

321.2, 323.3, 331.2, 333.2. ' 



im.3» 

221.3 , 



«3*3 
3*3.3 



'3i-3 
331*3 



»33-3 
«33-3 

333-3- 



33t.3» 3*3-3 » 331.3 
SDet Safc aber, baß fci« 3Cnj«'aer bei ten 83ariation3formen in «Hei» Combi- 

national ttftyimn, wovon jeb« ber gönnen petmütitt ift, finbet b.ier ni$t ftatt. <Se* 

Mimen fo wenig all« Sombinatt'ohJfonnen berwrge^en, bie fl$ au« bem allen Steigen 
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gern ein f^af Hieben 3nbej: Mlben laffen, nod^ Finnen bie formen, welche bem 3n$alte' 
naefc wn einander oerfefrieben jutb, in aQcn Serfefcungen er formen, benn nid&t iebe 
{Reibe bietet lebe* (Element jur-SKlbung ber gownen bar. 



MmwA 



«■ ■» 



II. S5om Sanircn ju bcflimmten ©ummen. 



» i 



s 

Som B a r i i r t n iu befiimmtea Summen im 2U. ( g c m c i d e a» 

Äu^ unter ben IBariationJformen ju einer gewijfen Älaffe, ober auft ;«iner 
gegebenen SJtetige von (glemenfenreiben gebilbet, wirb man folc&e wa$rne$men, welcfre, 
wenn man bie 3«bkeö ber in ifrnen enthaltenen (Elemente jufammenaäfrlt, bitfetbc 
Summe barbfetett» jDie Siegeln, na$ welken man btefe Sormen unabhängig oon 
ben, übrigen Gomplerionen barffcUen lann, foB bejr ®egeuffanb biefe* Jfapitel« fe^m 
,2focfr fytt wirb man, ber StaUjtfnbigfeit unb £Bgemein$eit ber ^Betrachtungen wegen, 
(Elemente mit jpr {Betrachtung gießen muffen , l>eren Stangjaftlen o ober negatto ftnb. 

SDie niebrigfte 83ariation6form tjt nun betanntlicft bie , in wel$er alle Stc8eft 
mit niebrigfien (Elementen befegt, bie friede bfejenige, in ber alle Stellen mit $&<J)* 
#en {Elementen; angefßflt futb, bie erfie wirb um aBen bie niebrigflte, bie legte bie 
Wüftt Summe barbieten« 3ji nun alfo bie gefobetfe ©mnme niebriger d$ b<a nie« 
brigffe (Element fo oft genommen , aW e* bie Äfofe anjeigt, ober b&$er, rfftba* 
W$fU (Element eben fo melmal genommen ., fo tji bie Jfabenjftg ungereimt 3fi 

Hfyt m an fiefr eine poffttoe ' 3a}( , fo flnb bie .ÄuSbräcfe k, " BI Vh 1 v. r l 'ßvb 
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krtm V[q..r] Unnriglig« ftten*. 
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^116 . ^weiter %b{fynitt. 

A. 5*on bet 93ttbttttg einjetnct Ätoffen 511 ttorgef($tt<&enen Gmmnett. 

S. 40. 

3nfe<|><nbente« Bet fahren. 

1 

2>ie niebrigfie gorm, ober bie, in welket alle ©teilen &on ber erffen bis gur 
bHjUn fo niebrig al« m6gltöj> befegt ftnb, bttbet fidfr natutticb baburdS># baß man. 
arte ©teilen außer ber legten mit erflen dementen anfüllt , unb crft biefer ba* Sie- 
ment erteilt , wel$e$ bie Summe ergänjt. ©efcen bie (Elemente ' in unbefiimmte 
SBeite fort, fo reicht tiefe Sieget t)in\ brechen fte aber bei einer geroiffen $bf)t ab, 
fo Fann et ber Sali fe$n, baß ein fo fco&eS (Element nic&t wr&anben ijl, um bie ge* 
foberte ©imune bamit ja ergänzen. 3n biefem galle wirb man ber legten ©teile 
ba3 J)H^ dement ert&eilen, welefreft ifrre Sletye barbietet, unb ber nd^ffniebrigeVen 
. ©ttlfc barauf ba* <Ergdn)ung**<Etement geben ; fe&lt and) baju no$ ein bfal&igli# 

frofceö (Element, fo nrirb man au# m biefe Stelle ba* t>6c^fte fegen, voelc&eS itjre 

« 

Steige bergeben fann, um barauf ber nd$fimebrigeren ©teBe baÄCrginjung^ßlement 
&u geben u. f. n>/ • ' ' 

^af man, unf au* einer gorm bie nä<Wty4$er* abzuleiten, bfe bfo&ffe ©teHe, 
t*«4e eine (Erfjtyimg oätfrug, er^&et, fo muß bie ®txmmt ber übrigen (Elemente 
ffefaer »erben, wenn bie gefoberte &ummt biefelbe bleiben fofl.' $iefe_ (Srtiiebrigurig 
Wunen aber bie bor^rge^enben ©teilen tm&t erleiben, mnn man bie )u er$ö$ettbe 
fform *ii<bf erniebrigen nriff. ©off alfo eine ©teHe erfrtybar fetm, fo mu$ man naty 
ber -©rfco&mtg bie folgeren ©teilen fo aufrffitten f innen, baß bie ©umme wieber 
• bertwfgefcft; unb'ba biefeS Ausfällen nad^ ben Siegeln be« fBariiren* mit niebrigffen 
Elementen gegeben tahn, fo muß naefr ber (Erdung wenig jien« noef? fo Diel an v b.er 
gifoberten ©umme fehlen, M bie ©umine fo bieler mebrigjten <&Upmtt fcetrdgt / tote 
no$ nac&fotgenbe ©teilen wrfranben ftnb. , ( • .« 

©inb alfo hinter einer ©teHe alle folgenben mit niebrigfien dementen befegt 
fo fann jehe ©teOe nid>t me&r er&i&bar fetjn. Um alfo bie na^fblgenben ©teilen 
fo niebrig als miglicfc auSjufötten, ' befege man #e mit niebrigfien Elementen, unb 
erteile ber legten ba4 (Element, weites bie gefoberte ^urnmt »teber ergdnjt. ©e$eto 
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j 

nun bte demente in ttnbejh'mmte SBeite fort , fo reid&t tiefe Siegel (in ; brechen fte 
aber bei einer gewijfen $tyt ab, fo tarn e8 fepn/baff ein To (o$e$ Clement, al8 
ju jener Srgdnjung nJtfcig iji, nic&t borfcanben ift> in meinem gatte.man eben fo, 
wie bei Srjetigung ber niebrtgflen gorm »erfahren wirb. (§♦ 4.) 

|>at man nun. bei tyt Cf&tyttjtfr -ügenb xinyc J&ttVU bte nad&fofgenben mit 
niebrigjlen (Elementen ^ bte legte aber mit bem (öfteren 6rg injungS * (Elemente befegt, 
fo wirb barauf bie vorlegte ; ©tette wieber erbö&bar werben, unb ba8 fuecefftoe @r* 
(6(en berfelben gef#ie(et ba^vr^ # .baf man i(r iebeömal eine Cinfteit julegt, wäfc 
renb man bie legte um eins uepminbert, we($e$ fo lange fortbauern wirb, bit bie 
legte ©teile ein nfcbjigjle* glement beftgt 
3» 83* - '.- 

6 V[I-] = 114» I«3r 132/ 141 

■ 

213, 322, 231, 312 
321, 411. ..• ' • 

3 - • • : '.■'-' ; 

'VE-3'.] = -3-37/ "3-36, -3-15» -304 

-3i3# -3*2» -331 » -340 
-35-i/ -36-2» -373i ~ 3 -3 6 
-2r25, -2-14» ?aö3> " äI3 
-221, .-«30, . -iH-V -»5-2 
-26-3, -i T 35, -1-24, -1-13 

-102, -III, -I20, -I3-I 
-14-2, -15-3, O-34, O-23 

o-i2 : , ooi, ; 010,. 02-1 
••••"' 03-2, 04^3, 1-33, '-»• 

■■h .. I-TI,. 100, . Il-I, 12-2 

( .• rt..iuS }>1 .•. -I3-3»-- .1>*3J*, Ö-2I, 2-IQ- 

vAtfi Ali! ..*/..i-'. • . ;.' 20-1/ .01-2,. 02t3, 3-31 

i.vtt':jr!.'.V-.y hl: . . .3720, ' 3*1-1 , 30*2, 31-3 

::(..: :-j ; n \> : • . • 1 • * 4+96/ -.4-2-1, 4^1-2, 40-3 

;>. .vJijV.vJ v . ••!:, , .553-1, 5-0-S,; 5**r3> - 6*3-2 - , ; 

6-2-3, 7-3-3« 
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5 



• m 



V[o..] = 09, 18, 27» 36 ' « 

45» 54» 63. 7* 

. ' 81» 90. 

4 

*V [-*••] == -3-3-36, -3-3-15» -•-304» -2-213 

-22-2-2 , -2-23 1 >' -2-240, -2-45-1 • : ' 

-2-26-2, -2-1-25, -2-1- 14, -^-103 

-2-II2, -2-I2I, -2-I30 f -2-I4-I 

-2-15-2 , -20-24, -20-«3 r -2002 

-20II, -2020, • -203-f, -204-* -* 

-21-23, -21-12, -2IOI, -2IIO 

-2I2-I r -213-2, -22*22, -22-11 «♦ f. ». 

4 V[°-*33 = OI 3* <»2, 031, 103 

112, 121, 130, 202 
211 , 220, 301, 310. 

7 VC I -*2] = 1222, 2122, 2212, 2221. 

7 V[i.o = 1114, 1123, 1132, 1141 

I2I3J 1222, 1231 , 1312 
1321, 141 1, 21 13, 2122 
213I, 2212, 222 r, 23 II 

3112, 3121, 32x1, 4111. 
2)a bie 3nbice6 bet demente bei ben 33artation*/ormen m allen Gombutatio* 
nen erfreuten, t>on benen jjebe gorarpcrmiUü* iß, unb ba alle 9>ermutation9formm 
btefelbe Summe geben, fo muffen bei'btn SiartattouSfermen ( )u beftimtnten Summen 
bie 3nbatt$wf4>iebenen gormen in aßen/i^rot Serfetymgen erfreuten* Um bajet 
alle 35ariation3fonflen au* genriffen Steigen :tft bilben, wefcb* einer vorgetriebenen 
Summe angeboren , brauet man nur, attt Gombinatffntfortnen ju berfetben Summe 
aut bem jenen 9tei$en groeinfcftaftfi^en gnbejr ju ftjgugen , unb iebe berfelben . gu 
yermutiren. 3. 85. - . ; • - ► -t > 
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§. 41. 

atccurvivcabel tBcrfaJ, rem 

©eben bie (Slemente in unbeftimmte äßeitr fort / fo beftanb bie niebrigfle gorm 
aus lauter ntebrjgflen Elementen; außer in ber.lefcten ©tege, «90 fie bp8 Crginjung** 
(Slement befag- ©onbert man alfp ba5 erfte (Slement ba&on ab , fo raup bie nie« 
brigfte gorm ber näcbfafebrigfim iÄlaffe entfkb<to welcbe einer ©umme angeb&rt, 
bie um fo bfel getinget, aK We. gefofrertei Summe Ijl; aW ber Snber be* ntebrigften 
©lernen« einleiten ih ftc^> faßt, btnn in if)t ftnb alle ©teOen bon ber erflen an bi« 
jur bicbßen fo niebrig al« m6glicb befefct, , 2Jlan erdete nun bie folgenben ©teilen 
nacb ber anfänglichen fo lange,. bi4 fte feiner Srböbung mebr fdtyig waren, b. b- K* 
jene burcb,3tbfon&erung be6 erfien (Skmeniö euiflanbene niebrigfle gform bi* jur $6$* 
ften erbtet war, 2Me niebrtgffe JDrbnung- feflanb alfo out bem Inbegriffe aller 
SJariationSforjnen ber nicbflniebrigeren Jtlaffe, gu einer ©umme, welcbe ber anf&tg* 
lieb gefoberten weniger fo biet einleiten, als bat niebrigfle Clement in ftcb begreift,, 
gleicb war, benen bad niebrigfle ©lement wieber borgefe|t war« 3ft alfo bie ge*' 
foberte ©umme = n, bie Älaffe = k, unb bie <5lemente_ = p, (p + i)# ♦*♦ fo 

k-i 

ijl bie niebrigfle Örbnung = ""{Vp-J ®«*l «"f biefelbe 2frt bilben fi# alle 
folgenben Älaffen. Sie niebrigfle gorm ber rten Älaffe nacb ber anfänglichen bat in 
ber erflen ©teile bad Glement p+r, in ben folgenben ba£ niebrigfle (Slement, p f unb 
nur in ber {efeten bat (Srgän jung* * Clement, ©onbert man alfo ba* Clement ber 
erflen ©teile ab, fo bleibt eine gorm bed k-iten ©rabe* übrig, welcbe, aui ben 
anfdngltd) gegebenen Elementen gebilbet, ber ©umme n(p+r) angebirt, unb jwar 
bie niebrigfle, welcbe ftcf> bilben l&$t, benn alle ©teilen wm ber erflen bi« jur fyid)* 
flen ftnb fo niebrig alt möglieb befefct. SWan erb6bete barauf alle folgenben Steffen 
nacb unb nacb, bit fte fo t)od) alt möglieb befefct waren, b. $. um bie rte SDrbnung 
nacb ber anfdnglicben ju bilben, leitete man ben Snbegriff aller Bdriatioirtformen 
jur älaffe k-i unb Summe n-(p+r au6 ben anfdftgKdb gegebenen (Siebenten 
ab, unb fefefe ibnen p-j-r bor, fo, baß bie rte JDrbnung nacb ber anfdngli^m 

= n ' ( pV^V[p--3- 2)ie b*<Wfc ©rbnung wirb nur cutf einer form befielen, _ 
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j 

»efefr*:üi aOiti: w^fo^ihbeti Cfefom üfcbtfaffc* «»nertte; in Mtf'erfkn Äet^ba* er* 
gdnjenbe Stemmt bcflfet; tjt alfo f bii Äfojfe k, fo begreift fte (k-i) mal ba* nie/ ä 
brigjle eiemenf, lii ©unimr aller Weferftia^foröenbenSteißn fjl alfo* = (k-i)p, 
unb ber Slang be6 &6<frjien (ItenerjtMn ber gorm { i|t i*ij-j(^i)p, welker alfo 
au$ bie $6#c Drimmg'fjfr Wan &at airt ( fi>t&tttt^ tf&^ . 

1 k k-x" k-x k-^«^" 



k-i j 

. » » ; ^*" ^ [ • i i / * 

%hx p = i ift alfo : 
k t-i 



t -. ( i^)V^.3 ■■•«•• 



£<ma<b bittet ft<& j. SB. .< • 



I . ! » 



*V[I..] = I.I3» 1.39, I,3t.'- 

^.J + ! 4Vfi'."l ssf'*ia, a.ai 



_<£V[-***] = '-8.-23,' -9.-IS, -2.01, -8. IQ, -2,4-1, -8.3 

a ; ;-*- ■ . m •>. 4 ■ r-[. >] ' A 

+ .jV[-2. f ] = -I.-38, -I.-II, -1,00, -I.I-I, -1.2-2 

+ o'Vt -3 -] = a ~ M ' O.-IO, O.Orl, O.I-2 

a 

+ , ^Vi-«**1 *= t.-aal i.*i-i, 1.0-b 

2 

2 
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j: 'v ". ^.i .= :^*yfc,]p + "**? , vV.ihd ... 

J + n : (p ^^[R...Kp.+h);,. <ki:, j' , {rip..'](u-.(k-i)i»). 

Demanbel«. ? - i 

gut p£= i iß $f : . -r •" ' f ■ ' 



n 



k k-l . k-i , k-i 



k-l . 1 

~7\-;. -;• . - ; + " k '- Vi» •JC'r: (*-«>-)• • '- " 

3. ». ' , 

A 3 !l - ^ 3 

'V[r..] =. 6 V-CtA].i+" 5 V[i..].»+ *V[i..].3 + 8 V[i..]-4 

6 3 . ; ; ' 

= Vt l i*-]*i = "4* f # 123.1, ; 132.1, J41.1 

i> . ;2*3-^ ?*M, ^3 r -*f p^.f 
321.1, 4*i* 

+ 5 V[i..].r= ujfci. irt"./; 131.-* * *«** 

1 *'■ 221^; 311.2 



i-' " " # -'♦ -4-, 



5 

+ V[i-]-3 = "2.3, 121.3, 211.3 
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4\r 



1 -4>J f 

2 2 3 
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VV.] = 4 V[o..].o + 5 V[o..3.,,rh"V(ft. ]ot + Wfr,&$ +"°V[ov,].4 
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= 4 V[o..].o = 040, l^tOf" *2**j£^3ß.e r 140^! ; 
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+ V[o..].i = 03.1, I2.I, 21.V;- "$>.**-" i* L "- ! \. 
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,•:.'.:« • "k . ■ ::. »: ,; v .•';.! k*i * , •. : * Ui 

. .; jCp.t-3 .,» *n^|p..];p.*i: Ä -**f^fl ? i4j(p-|tl)%.. 

'ik.il '■ ' .. .T . . . -k-*l * i:' ,#: . ■ ■ 

+ n " (p+ ?C[p..](P+r]... + (k -^C[P-](n-(k-i)?)' 

SBaS bie mbepenbente Srjeugunfl ber einzelnen £>rbmmgeti anbetrifft, fo tfi 
biefeS au$ ber Itbleftuflg ber g?ecurfton*forme( fd&ott Kar. 
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B. ©oti ber QSHbung aUqc .Älaffcfc, twettfc bei- twgefd^tfetfette*; - <5mmtte 

mig(id(> ftnb» 
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§♦ 42. 

tton ber Operation im Xttgtmeinetn 

, .. > • •.•• ' •• '• . " ••• — ' * - ' f ' ■- 

3ji bte (Summe unb bat itiebrigjte Clement, worauf bie {tbtigen*6fc ju jeber 
beliebigen #il>e folgen migen, gegeben, fo iß bte Älaffe oft nic&t mefcr wißKftrlfob, 
bie miglidfren £laff*n* (Exponenten werben 'in gewiffen $&Utn nity unbegränjt ftyn, 
wdfcrenb fte in anbern ffdllen iebe beliebige pofttive 3<$l fe$n {innen* 

Sangen bie (Elemente ber SRei&en mit negativen* Bnjeigero ober mit o an, unb 
wirb eine pofttive Summe gefobert,fo tonn man fo t>tete Stellen att man wttt, mit 
bem niebrigffen (Elemente befegen, man wirb hnmer, ba jebeS potftive (Element ju 
©ebote fte&t, in bte ndftjtfolgenbe Stelle ta$ (EWment fegen {innen, wetyeg, bte 
Summe ber früher gefegten (Elemente auftebenb, bte gefoberte Summe hervorbringt 
£>a nun femer unter ben (Elementen Jebeö poftitve anzutreffen ift, fo mtaß aucfc ein* 
babet feyn, welc&e* mit ber .gefoberten pofttiven Summt ibereinfommt , unb weldfre«, 
ffrr fid) gefegt, fett giebrigjle Jtlaffe barfiefit Rangen, afto bie-Änjetget-ber (Elemente 
bei einer negativen 3a$l ober o an, unb tft bie gefoberte Summe pojttiv, fo tjt iebe 
Älaffe migticfr *-.: • ' ^ \ ■ 

3fi bie gefoberte Summe negativ, unb reiben bie negativen (Elemente fb weit 
fcinab, wie bie; Äigime. fo tft baburdj * &t* t< erfje Äfaffe m&tfüb. $Ran Fat?*' aber 
au$ mit biefem niebrigffen * (Elemente ftf viele ©teilen befegeh , al*~ man wiff / unb 
wirb immer in bie fofgenbe, {in fo &o&e8 jwfttiveft' (SIement fegen {innen, baß hie 
Summe ber gefegten negativen (Elemente baburdjT fo weit aufgehoben wirb, baf bie 
gefoberte Summe fibrig bleibt. Äffo aucfc in btefem gaUe ift jebe Älaffe benfbar. 

©an) änberö ift ti, wemt bie (Elemente , au» weisen man SBariationdformen 
ju einer pofttiven Summe btlben fott, mit i anfangen, unb in ununterbrochener 
Steige fortgeben. 2)ie etfle Ätaffe ift immer miglidfr, benn e* giebt ein Clement, 
weld&e* mit ber Summe fifcereinfommt. SSefegt man aber aufy alle Stellen fo niebrig 
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aW t*ftgft$ f fo tnfrb man bocfr, x^ne- trie .t>o^ef^riebüte Summe ju überfd&reiten/ 
tttytme^r all fo t>tel Steffen &efefcen fdnnen, wie We gefoberte Summe anjeigt, 
©oll man alfo aul bim Elementen 1,2... SariationSfotmen jnr Summe n Gilbert, 
fo |fnb nur bte n erjfen Äfajfen mJgfTid). Um ber Jfdberung ein (Senfige ju leiten, 
fann man alfo iebe Stoffe für ß$ erzeugen, unb ber Sn&fgriff aCer btefer Sonnen, 
tttityt fn arit&tttogtap&ffd&er SDrbnung &eroorge$en , wirb bat Verlangte batjiellett. 
. SBit wotten tm3 jur SBejetc&ttung affer Sonnen, mel$e fu& andren dementen 

!•«•.'; jur Summe n bilben raffen, 6rt Seiten* *V[i*.] beblenen. 
So ifl alfo j. 85* 



* * i • * * 



.+. 6 V[x.:] = 

+ 6 V[r..] = 



v> 






15; «4» 33» 4»/ 5i 

H4, 133, x 32> ? x 4* 
213, 222, 331, 312 
321/ 411 

III3, It22, 1131, 1212 
1221, I3H, 2112/ 2121 
2211/ 3III 



IIII2., 1II2I, II2II, I2III, 2IIII 



+ 6 vc«.;.] = 

6 - 

Sotten jebodfr bte gprmen fn lejricogta^ifäw ©rbnung i&er&orgefren , fo ifl efn ur* 
frrfingli^e* »erfahren nif&ig. . v ' 
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$ie niebrigfle $orm, ober bte, in welker alle Stellen t>on ber erflen an, fo 
niebrig als m6gli$ befefct ftnb, ifl offenbar bte, welche lauter erfie Elemente mtf)&tt t 
ober We, wel<$e bte $&ä)flt «Jtlaffe barffefft 



\. 



126 



gwriter Zbifynitu 



Um eine JJorm gu er&tyen, taufe mairWe tefcte ©teBe nie gm €rjft$ty%t $** 
fcen Wnnen , weil , babutcfr . bie "tjorgcfc^rtrtetw , @am*te &ergr6gert werben »üt*e » < wem 
man niefct frühere ^5*eHett emiebrigen woHfe, welc&eS aber bte gor» , nidfct trfctyetfc 
fonbern fte erniebtfgen $ief e. fi* m&ffcn nad) einet ju erb6&enten ©teile web $lc* 
mettte nac^fplgen, meldte niebrigeeb^t werben mfiffen, fall« jent ein ltf&ä:e$ ftta 
tnent btfommt $5a niih utrer unter ben abjuleitenben gor wen bie aller Älaffen Mm 
ber «r#eh bte jur nten, toenn A.tafc g«fM>ert* ©umme iß, uorfommdtt # .fo faigt, baf 
man auf bie SReng* tot nacb ber erbeten »ieber auäjuf&ljenben ©teilen bur$gu$ 
md)t fix fefcen babe, fonbern nur, baß man folgenbe ©teilen fo niebrig al$. miglicb 
befefet. 3)iefe$ wirb aber immer gefefceben, wenn man fo tnefe ©teilen, mit erjien 
Elementen ausfüllt, als uotb einbetten an ber gefoberten Summe fe#eii SBte »fei 
©teilen man aifo auf folebe Seife befefet, bangt t>on ber 3nbfoibuaflt4t ber ju erb** 
^enben Jform ab, man wfrb oft rtur eine, oft fogar gdr feine ndc^folgenbe ©teufe 
befefeen mfijfen, welcbeS gefd^iebet, wenn burefc bie (Srbibung . felbfl fd&on bie gefo* 
berte ©umme bargejlettt xpixb. $a nun bie minbefie (5rf)6bung einer ©teile um eine 
Sinbeit gefefciebet, ju welcher @rb6bung bte nadjfolgenben ©teilen b*n ©tojf bergeben 
muffen, fo folgt, baß jebe ©teile, binttr melier no<# ein Clement ^ n^e> e$' aueb 
fep, nacbfolgt, ober, baß jeberjeitbie ooriefcte ©teile er^ö^bar f(l. 2)ie «Regel lautet 
aifo folgenbermaaßen: man e*b&;e bie wrlefete ©teile um tint Öinfceit, rfnb jtelle 
tyr fo Diel erfie Elemente nad), big j»e gefoberte ©umme ergänjt ijl; beftfct bie legte 
©teile baS erfle Slement, fo wirb man gar leine ©teile natfc ber erbeten befe&en 
bürfen. Die b&$fie §orm barf fein t>orb?rge£enbeS Clement mebr «ntyatten* in t£r 
muß aifo nur eüje ©teile ; befe^t fw*. r t% 

3- 23. . ' " ' . ' ■/ ' " '• 



6 V[i-..] = 



nun , 

1I2II , 
I2III, 

2IIIf, 
2211, 

3"i, 
41^ 



11II2, 
1122, 
1212, 

I3*> 
s 2II2< 

222, 

3*2' 

42 1 



1H2I, 

1221, 

2121, 
231, 
32^ 1 

5»» 



III3 
114 
123 

as ) 
213 
24 

33 
• 6/ 



'; 



.,'• 
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*Vo:.] = 



. >V[r..] = 



ti 



..f 



irni f ii 12, U2t, 1x3 
I2ii f . 12*, 131, 14 

21 II, 212, 221, 23 



3"/ 


3*> 4r* 5- 

* r «• 




: iiiiiu, 


111112^ IIII2.I, 


iii 13 


111211/ 


III22, IH3x/ 


1 1 14 


11211I1 


II2I2, II22I, 


1x23 




1132, II«, 


« « 
"5 


• » » • . • 

I3IIII, 


I2II2, ' 12121/ 


W3 


I82II, 


1222, I?3I, 

< 


*•**; 


13111, 


-1313, * 1321, 


133 


T4ir, 


14«» *5*»< 


Ifr 


211111, 


3III3, '" 21131/ 


3113 


• 2*211, 


"' 3123, ' 3I3f, 


214' 


3811], 


SB 13, 293t, 


• 933 


»Sil, 


29a» 94r r 


' ' »5 


3»»» 


311a, 3131, 


3*3 


3311, 


33»» 33'» 


34 


4III, 


4»» . 421» 


- ._* 43 


5"» 

* 

t 


• SS, 6'r, 


7' 

■ 1 *v 




$.. ' 44. 
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38 e c ii r t i t 


cnbH Bitjo 


M « ä 



ll 



Die üiWrigfte %&m ent^elt nur erffe Sfemenfe , gebenft ma?' ft<& alfo bie erfie 

- ^* 

©teile berfelbtn weg, fo Weftt eine form ber um ein« .niebrigern $umme übrig, unb 
gwar bie niebrigfleS mttyt flcb 31t b&fttten aus ben gegebenen Elementen erjeugen 
lägt, fftan erdete nun aSe ©teilen 4Ujter feer erjten ftfceefffo, bis fte" (einer Sri? 6- 
bung mebr fdfcig toa^en, ober bis e3 untei? t'bnen feine, t>orrefeteJSte|lc mebr gab, um 
alSbatm aueb ber erfien ©teile ber gform feiS mJcbßbJfrerc (Element ju erteilen , b. f). 



128 gtoette» Ubidfnitt, 

man bitbete, am bie erffe JDrbtrang ju erzeugen, bat «Inbegriff alte SaaatiaiSfonnen 
jnr nä^fteiebrigeren ©ramne, sab fefcte ibnen baS erfle Clement *or. Allgemein, 
inbera man bie erfte ©teile mit einem hten demente erbtyete, mn bie niebrigfie 
gorm ber hten JDrbmmg abzuleiten, befeftte man alle folgerten Stellen mit lanter 
erffcn dementen, ober, man bitbete bie . niebrigfie Sonn jnr anfänglich gefcberten 
Summe weniger h, irab fefcte tyr ba* hte Clement *or, 2)ie folgenben ©teilen, 
wtlty alfo jene niebrigfie Sonn bi(ben # erdete man baranf fo lange, bi* fein w 
lefcteS Clement me&r t>or$anben'u>ar, e&e man bie erjie, mit einem hten El eme nte 
befegten Stelle angriff, mn tyr baß h+ifie ju erteilen, b* b- W* hte JDrbmmg tf 
nichts, al* ber Snbegriff aHer tkriationSformen jur gefoberten Summe weniger h, 
benen baS hte Clement »orgefefct iß. 3jl alfo bie anfänglich vorgetriebene Summe 

= n, fo ig bie hte &rbmmg = *'£V £*••]* in meinem ttutbnufe aber h bfafc 
fien* = n »erben fann, »emt. man ni$t bie Sariatianftformen ju einer negativen 
®umme axti lauf er pofittoeu dementen , alfo ttwai. Unm£gli<}e* »erlangt» 

• - • 

2><r XuförtKf °Y [»••] }dgt baim aber tontet un&efefcte 6te0en, * V^-J 
alfo bte gönn n an. £ie ScettrfwnSfonaet iß ba$er fofoenbe: 

•V[»..]= -iVci.j+ -iVci.j...+ -;V[i-]...+ ..iVci-o+n. 

3. ®. 

s V[i..] = ?.vtr;.].+ :ivcci + 3. 

+ £V[t..J = 2i 
+ 3 —'3 

s VCi..] « J.V[»..3 + |.V[r..} + lrVCi-3 + iVtt..] + 5 . 

•,.VU'«]-4d iiiutt i.iia, .1.131« i.kj } ; 

. • . .1.311, \A%, -.1.31, -If4 3. 

•+ a.V[l..] .= 3.III« .3.13, 3.3r, 3.3 . 

~" J +*'I.V[«-.l = 3-M» 3*. 

+ lV[i..l = 4.1 
. -fr. ."• r £. sc •-•'5 .. M 1'. -. •■ . -:.-< 
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Um tint-ftotm gü er&tyen, birt mairWt Tegte ©teSte nie jnr JGrb£ftrt§t $*« 
&en fönnen,- mefl, baburc^ ^t> üorgefdjrrrteöt ©üirahe oergrißert »erben' »firbe, . 1091» 
man nic&t frühere Reffen ernfcbrigen wo tue f »elcfre* aber bte gotm itf$ti -crbtyetv 
fonbern fte ermebrtgen $teße. fitf muffen nad? einet ju erbtyeaben ©teile necb <Sle* 
tnente nachfolgen, .»elcfre ntebriger befegt »erben muffen, fall* jene ein b^ere* €b* 
ment befontmt $a nn& tofer unter ben abguleitenben gornjen bte aKer Alanen txm 
ber trften btt gar nten, toim ji.bfe geffcberte ©umme tfl , wtfaraufet.f* ftfgt, baf 
man auf bie SReugie Ut nacb ber erbieten wieber auSjufüöenben ©teilen bürdet? 
nic&t gu fefcen &abe, fonbern nur, bog man folgenbe ©teilen fo niebrig als. möglich 
befegt. 3>iefe$ wirb aber immer gefc&e&en, wenn man fo t>tere ©teilen, mit erjien 
Elementen ausfüllt, alft noeb einleiten an ber gefoberten ©iimm< feiert* SBie »tel 
Stellen man alfo auf folt&e SBeife befegt, b<fagt öon &** SnbfoibuaÖtdt ber ju erl?S- 
,b«nben gorm ab, man wfrb oft rtur eine; oft fogar gär feine n<i$folgenbe ©teile 
befegen muffen , »elcbeS gefßie&et , wenn burefr bie Srfctyung . felbji febon bie gefo* 
berte Summe bargeßellt tpwb. £)a nun bte minbejle Qx\)i>t)\m$ einer ©teile um eine 
(Sinbeit gefebiebet, ju welcher Grabung bie nacfyfolgenben ©teilen ben Stoff begeben 
muffen, fo folgt, baß jebe ©teile, hinter welker noefl ein ©le^nent^ mf{d>e$ e$' aud) 
fep, nac&folgt, ober, baß jeberjeitbie t>orlegte ©teile erf)6&bar fjt. -SDie ffiegel lautet 
alfo folgenbermaaßen: man ctf>6l;e bie wiegte ©teile um zint Öinfceit, dnb (teile 
tyr fo Diel erfie Elemente naefc, bis pit gefoberte ©umme ergdnjt ift; beftgt bie legte 
©teile ba* erfte Clement, fo wirb man gar leine ©teile natfc ber erbieten befegen 
bürfen. Die b6$fie Sprm barf fein t>orfcerge&enbe6 Clement mebr «ntyalten* in ifrr 
muß alfo nur eine ©iftlle befegt, fa$n. ., 
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Sie ftfcörigfie $<*m mt^lt nur' erfle Clement* , gebenft map' fid? alfo bie erjte 
©teile berfel&m weg, fo Neftt eine Sorm ber um ein$ niebrfgem $umme übrig, unb 
§war bie niebrigfle*, tt?eWje fldj> jit b&filfren äu$ ben gege&enim fetenenten erjeugen 

* 

töflt. 2Ran erdete nun alle @teHen <U*f*t ber erfien ftfcccffto, btö fte" fetner ©rb6* 
bung met)r flfyig xoapn, ober bi$ e$ unten t^nen {ein; tHjrlifcte&tejle mefcr gab, um. 
al*baan oucb ber erfien ©teile ber Sform ba* tnJc^P^^ere Clement ju erteilen , b. b. 
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Um eine -Sott» ja etfflfm, hixb mariWe Tegte ©teile nie yttt Gxbbfyfifot $t* 
ben Wnnen,: wtf «babutc^ie/w^ *>ergr6j&ert werben' »üifce*:- xöpm 

man nicfrt frühere ^teßett eroiebrigen woHle, welc&e* aber We gor» nI4»fi -erfctyefc 
fonbern fie erntebrigen $i#e* ff $ m&ffen nad) einet ju erbi&enben ©fette iwcb Igle« 
mertte nacbftfgen, wldfe itiebriger*efegt »erben muffen, fall* jene ein $£$&** €fo 
ment befomtnt $5a nt|2t tobet unter beit abjuleitenben ffotmen bie afier Stoffen wn 
ber trflten bi* jttr ntm, ioeim «abw gefofrerte ©imune tfi, wrfwm«Äi,:f& frtgt, bafj 
man auf bie SRenge tar nacb ber er^6^eten wieber anSjufüJlenben ©teilen burdbftu? 
nifyt fix fe$en babe, fonbern nur, baß man folgenbe ©teilen fo niebrig als m6gli<$ 
befegt. £>iefe$ wirb aber immer gefd&e&en, wenn man fo mefe ©teilen, mit erfien 
Elementen au«föHt, ald nocb einleiten an ber gefoberten ©iimme feiert. SQBte t>iel 
©teilen man alfo auffeile Sßeife befegt, l)dngf *on ber-3nbu>ibuaÖt4t ber ju erb** 
,benben $orm ab, man wfeb oft nur eine, oft fogar gar {eine nac&folgenbe ©teile 
befegen muffen, Belebe* flefefciebet, wenn bur# bie (Srbtyung^ fefl# fd&on bie gefo* 
berte ©umme bargejiettt rpitb. £>a nun bie mmbejie @r$tyung einet ©teile um eine 
(Sin&ett gefebiebet, ju welker Grabung bie nacfyfolgenben ©teilen ben Stoff bergeben 
m&ffen, fo folgt, baß iebe ©teile, binter welker nocb ein €lemenV «►§&&** e$' audj 
fep, nacbfolgt, ofcer, baß jeberjeit bie oorlegte ©teile erf)6bbar fjl. ;£>te JRegel lautet 
alfo folgenbermaaßen; man erbtye bie Wrlegte ©teile um eine Öinfceft, itnb jteHe 
tyr fo Diel erfle Elemente na#, bis |>ie gefoberte ©umme ergdnjt iß; beftgt bie legte 
©teile baS erfle Slement, fo wirb man gar feine ©tede nad? ber erbeten befegen 
bfirfen. Die b$4>|ie gorm barf fem *orfofrge&enbe6 (Element me&r «nt&alten* in i$r 
muß alfo nur e ui t ©t^lle befegit.f^pii. ^ - .. 
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Sie tifcöriflfie g*m enthielt nur' erffe demente , gebf nft map ftd? alfo btc erjte 
etcUe berfelbtn weg, fo bCttbt eine gform ber um ein« niebrtgem $umme übrig, unb 
}»«r bie mebrigfle 1 , »eftye ffct> 31s bfrfttfren fftt« ben gegebenen fetementen erjeugen 
Idft 2Ran er^i^cfc nun affc ©teilen «Ufer ber erjkn fucccffto, bis fre" feinet gr&6* 
fang me^r f<fyig roafett, ober bis eS tmte» ifoten ?ein^ üwtt&te.'JSteJle me&r gab, um 
alSbatm w% ber erjten ©fette ber Sorot ftS tnlc&ftyfl&ere Clement ju erteilen , b. t). 
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man bietete, um bie erfte jDtbnung ju erjeu&m,. ben Sn&egttjf attet SBawoHwiSfotmen 
jur näc&jhtiebrigeren Summe, unb fegte tynen baS er jie Clement t>or> Sttgemein, 
mbern man bit erfte ©teile mit einem, hten Elemente er$ö&et*# um bie niebrigjfe 
gorm ber hten JDrbnung abjuteiten, befegte man alle folgenben ©teilen mit lautet 
erfien (Sternen fen, ober, man bitbete bie niebrtgfte {form jur anfdnglicfr gefoberten 
Summe weniger h, unb fegte ii)t bafr hte @lement t>or* ®ie folgenben ©teilen, 
welche alfo jene niebrigfte gform bitben, er&i&ete man barauf fo lange, bis fein wr* 
legteS Clement mefcr t>or(anben'roar, e$e man bie erfte, mit einem hten ßUmqtU 
befegten ©teile angriff, um tyr ba8 h + ijfe ju erteilen, b, $. bie hte JDrbnung tflt 

■ * * * 

ni^tt^aM ber Snbegrfff 'aller SBartationSfornien jur gefoberten Summe weniger b, 
benen ba« hte eiement twgefegt' tjt 3|i alfo bie anfänglich Dorgefc&riebene Summt 

= n, fo ijl bie hte Dünung =. ^V [!.•]} {n »eifern 2tu«bru(fe aber h 1)bty 
fien« = n werben fann, wenn, man ni#t bie SJariationdformen )u einer negativen 
Summt au8 lauter pofttfren Elementen , a1\q ttxoat, Unmögliches verlangt 

£>tt TtüStnuä °.V[i..3 *dgt bann aber laut« imbefefcte 6teß«t, J.VC |m 3 
alfo bie gorm n an. $ie SRatyflonSfornul ij} ba&er fblaenbe: 

»V[t..3= n 7.V [I.J.+ -^[1..]...'+ " nVtx..].» + n .jV[r.0+n. 

+ -V[I..] = 3.1 

+ 3 -'3 

5 V[t.O » iVt«^l + a 5 .W;)- + tVC«..3 + lVCi.0 + 5 . 

■•• '],Y^-.i]'ö iuiit) i.iidr .nai;.:H3 } ' 

:. ■.-'. ■. - , ',mii»..,i«M,- ..1.31». -M •- -5 
••+ a.V[l...] = 3.IIJ, .3.12, 3.2r, a.3 .. 
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»ccurrircnbe« Q e r f a' b. r t n. 

©eben bie (Elemente in unbejlimmte SBeitr fort , fo beftanb bie niebrigfle gorm 
airö lauter niebrigflen Elementen, auf er in ber. legten Stege, wo fic bpd (Srgdnjungd* 
(Element befag. Sonbert man alfo bad erfle (Element baöon ab , fo raup bie nie« 
brigfle gorm ber ndebfiniebrigeren. «Älaffe ehtfkbe^ welche einer Summe angebirt, 
bie um fo fctel geringet , aB bie. gefofrerte i Summe ifl; aHT ber Snber bed niebrtgjtoi 
(Element* (Einbeifen ih ftc^> faßt, beim in ibr ftnb alle ©teilen *on ber erfien an bis 
*ur t)bd)fttn fo niebrig ald m6glicb befegt. 2Ran erb^b^e nun bie folgenben Stellen 
nacb ber anfängli<b«i fo lange,, bi* fte feiner (Eib&bung mebr fdbig waren, b. b- Rd 
jene burcb,2Cbfonberung bed etilen (£fementd entflanbene niebrigfle %om bid jur t)bty 
ften erbtet war. Sie niebrig JDrbnung- beflanb alfo aut Um 3nbegrijfe aller 
©ariationdformen ber ndcbflniebrtgeren Jtlaffe, ju einer Summe, welche ber anfängt 
lieb gefoberten weniger fo t>iel einleiten , als bad niebrigfle (Element in ft# begreift, . 
gleicb war, benen bad niebrigfle Clement wieber toorgefegt war» 3ft alfo bie ge*' 
foberte Summe = n, bie Älaffe = k, unb bie (Elemente. = p, (p + i), ♦.. fo 

ifl bie niebrigfle jDrbmmg = B "*VP"]- ®*"8 auf biefelbe Htt bilben ftcfr alle 
folgenben Älaffen. 2)ie niebrigfle gorm ber rten Älaffe nacb ber anf<fnglfcben bot in 
ber erfien Stelle bad (Element p+r, in ben folgenben bad niebrigfle (Element, p, unb 
nur in ber- legten bad (Ergdnjungd * Clement Sonbert man alfo bad Clement ber 
erfien Stelle ab, fo bleibt eine gorm bed k-iten @rabed übrig, wel$e, aui ben 
onfdngltdb gegebenen (Elementen gebilbet, ber Summe n(p-j-r) angebirt, unb jwar 
bie niebrigfle, welcbe ftcb bilben läßt, benn alle Stellen wm ber erfien bid gut b*<b 8 
flen ftnb fo niebrig ald möglieb befegt. SJton er^6^ete barauf alle folgenben Steffen 
nacb unb nacb, bid fte fo t>od> ald mßglicb befegt waren, b* b* um bie rte Orbnung 
nacb ber anfänglicben }u bilben, leitete man ben Snbegriff aller Säriationdformen 
jur Äiaffe k-i unb Summe a-(p+r ani ben anfdngficb gegebenen (Siebenten 
ab, unb fegte ibnen p+r *>or, fo, bafi bie rte JDrbmmg nacb ber anf&tglicben 

= n " ( pVnV[p-]' $ie b^Wle ©tbnung wirb nue aud einer Jform befle&en, 
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»eUNvti aHw M^fo(9<hbttt '«ItBw üebtifgjfeJ efcm«rtte; fn^t>el*'-erff<n Sbtt'baS «r* 

ganjenbe Clement beftfet; tfl «Ifo, bte klaffe k, fo begreift fit (k-i) mal baS nie«' m 

brigfte Qlemettf, *tf ' ©uwW aller bUfrr /tifttyftfgeiiben ^Steäen ift aiftf = (k-i)p. 

imb bet Kotig be« $6#ften ffi^nerjtJ.in txr gorm ( fft i"i j-.j(k.- 1) p , "welt&et alfo 

«neb bte bW* DtbrnmaMtf *?an bat aI[ö ( fotä'enb> üieiu/ftonöforrael:'" . 
' k k-i k-i i-S'-ow&cri ' 

-V[ P ..] = »yiVip'.i + - < VtJVöp..]...."+" i "T ( ^JVQ?..].:. 

. • , . k-i j <; 

%hx p = i ift olfp : { 
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2Ba$ bie inbepenbente tSrjetigunj} ber einzelnen jDrbnungen anbetrifft, fo tji 
biefeS aus ber ^CMeitutlg ber 9fecurfion<forme( föon Kar- 
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mftgtid) ftnb. 

§♦ 42. 

8on ber Operation im Xllgemeine m 






Sft bie Summe unb bat niebrigße (Element, worauf bie übrigen WS )u jtber 
beliebigen £ib* folgen mögen, gegeben, fo iß bie ftlaffe oft nidj>t me&r willMr$rlf<b, 
bie m6flltc^<n Äf äffen -Crponenten werben in gewiffen Jfdllen nit&t unbegrinjt fe^n, 
wdfcrenb fte in anbern $dOen iebe beliebige pojttive 3a$l fepn fftnnen. 

Sangen bie (Elemente ber Stei&en mit negativer? "Xnjeigera ober mit o an, unb 
wirb eine pofttfoe Summe gefobert,fo (ann man fo vttte Stellen alt man wtB, mit 
bem niebrigjte? (Elemente befegen, man wirb immer, ha jebe* pofttive (Element gu 
@ebote fte&t, m bte niftftfolgenbc Stelle ta* SWment fegen Finnen, wetyeS, bie 
Summe ber früher gefegten (Elemente auftebenb, bie gefoberte Summe hervorbringt 
Sa nun ferner unter ben (Element*» jcbcö ppfttive anzutreffen ift, fo nrtiß ax\$ ein* 
babei fepn, welket mit ber gefoberten pofttiven Summe ftbereinfommt, unb met$e*, 
f&r ft# gefegt, bie nlebrigfle Äjafie barjieHt. fanynt , aifo* bie Anzeiget ber (Elemente 
bei einer negativen ßatyl ober o an, unb ift bie gefoberte Summe poftttv, fo ijt iebe 
«Klaffe migfiefc. • ; _ " ' i v . 

3ji bie gefoberte Summe negativ, unb reiben bie negativen (Elemente fo weit 
binab, wie bie. &iflime, fo tfi baburtf % £i* it erfte Äfaffe ; m$atufc. Ston tatpi aber 
au* mit biefem niebrigffen ' (Elemente ftf viele Stellen befegeh, alf man will,' unb 
wirb immer in bie folgenbe f ?in fo &obf8 pofttivet' (Element fegen ttnnen, baß bie 
Summe ber gefegten negativen (Elemente babureb fo weit aufgehoben wirb, baf bie 
gefoberte Summe übrig bleibt» 2Clfo aud) in biefem gaUe ift iebe Älaffe benf bar, 

©an) anberS ijl e$, wenn bie (Elemente, aut welken man CariationSformen 
}u einer pojttiven Summe hüben fott, mit x anfangen, unb in ununterbrochener 
Steige fortgeben. 25 ie erfte Alajfe ift immer rnftglidfr, benn e* giebt ein (Element, 
wel#e* mit ber Summe ibereinfammt. SBefefet man aber auö) alle Stellen fo niebrig 
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* - * .» 

al* mtgßdfr, fo tofrb man bocfr, utyne^ trie .4? orgef Ambene Ssmme ju übexföxtiten, 

nUftmtfyt oft fo Die( Steffen befefeen Www, wie feie, gefoberte- Stimme anzeigt* 

f 69II man alfo atti bim SCementen 1,3... Starfation$formen jur Summe n bilben, 

fo |tob nur bie n erjlen £[a|fen migfTicfe- Um ber $oberung ein ®enäge ju Uiften, 
fann man alfo iebe Älaffe für ft$ erzeugen , unb ber Snbegriff aller biefer formen, 
Wifyt In arit$ttograp$tf$er JDrbmmg $er»orge$en, wirb-, bat Verlangte bai#ett0. 
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SBtt mofien un8 jur SBejeicfrttung atter. gownen, roefc&e fi$ au*< ben Stemmten 

i,2,;; 311t Summe n bilben (äffen # 6e* ^etc^enS *V[i..] bebtenem 
©0 ijf alfo j, ». 

2 

+ C V[x-.] — 15/ W> 33/ 4*/ 51 

-^ . 6 V[i..] = "4f I2 3' x 32/- 141 

2I3f ***# «3 r r 3" 
3« 1 / 4" 

*~ I + f 6 V[l*0 == "13/ "22, *I3f, 1212 
' * * 1221, I3II, 2112/ 2121 

toiif 3111 

+ 6 V[l*»] = IIII2., Iliai, II2II, I2III, 2UII 
6 

■f 6 Vc*..] == J """ * 

Sotten jebocfc bte gormen in letfcograp&iföer ©rbnung Verborgenen T fo ifl em m> 
ftrfinglid&e* Cerfa&ren nJt&ig* , v " 

■ v < 

3 n b e f e n M n t t « »erfahren. 

Sie niebrigfie gorm, ober bte, in wetzet atte Steffen t>on ber erfien an, fo 
ntebrtg a(* miglicfr befefct ffab, tff offenbar bie, welche lauter erfie Elemente tntyätt, 
ober We, weU&e bie $i#ffe Jtfojfe barffettt. . v 
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Um eine- Sonst gu er&tyen, totrb mairWe legte ©teRc nie jnr &xbbtpfA§t $tt 
&en f innen,- weil, babutcfr . bie/t>orgef$riefeeiie Partie öergrifert »erben »fitfee, rtemi 
man nic&t frühere ^teHett emtebrigen mute, »elc&e* aber bte $ot» itld&ft **&6bet& 
fonbern fte ermebrigen $ief e. SS m&ffen nacfc einet ju er&i&enben ©teile xrocb $le* 
mentc nac^fp{gen r meldte niebrig est befe^t »erben muffen, fall* jeitt ein $ty»e* €b* 
ment bef ommt £a tuä über unter ben ab juleitenben formen bi* aBer Stoffe» twt 
ber trffen bi* §ttr nten, toemt ai.bw gefoberte ©umme tft, »orfwnmai, fo ftfgt, baf 
man auf bie SRenge tar nacb ber er&6beten »ieber auSjufüflenben (Stellen bur($gtt$ 
nieb* ju feiert tyabe, fonbern nur, baß man fotgenbe ©teilen fo niebrfg aB miglicfc 
befegt. 3>iefe8 wirb aber immer gefcfcefcen, wenn man fo tnefe ©teBeti.mit erjien 
Elementen ausfüllt, als noeb ßin&eiten an ber gefoberten ©tffflme fefclerf, SBie t>iel 
©teilen man alfo auf folc&e SBeife befegt, b<lngt öon ber Snbröibuafltdt ber ju erb 6* 
,$enben gform ab, man xoHb oft nur eine, oft fogar gär feine nic&folgenbe ©teile 
befegen muffen , tt>eIcf>eS <jef(|ue&et , wenn burefr bie Srfctyung . feftft fdfron bte gefo- 
berte ©umme bargejiettt tjwb. ©a nun bie minbeffe <gr&ö$ung einer ©teile um eine 
(Sin&eit gefc&iefcet, ju welcher dr^ung bte nad&folgenben ©teilen ben ©(off ^ergeben 
muffen, fo folgt, baß jebe ©teile, btnteV welket noc# ein ßlemenV nafefoe* e*' au$ 
fep, nachfolgt, ober, tio$ jeberjeitbie öoriegte ©teile erf)6l)bar fff. Sie Stege! lautet 
alfo fotgenbermaajsen: man erJ>6l>e bie vorlegte ©teile um eine (Sin&eit, rfnb (teile 
tyr fo tnel erfie (Elemente na#, bis \>it gefoberte ©umme ergänzt ifl; beftgt bie legte 
©teile ba« erfie Slement, fo wirb man gar leine ©teile na$ ber er&6fceten befegen 
bürfen. Die $6$jie gorm barf lein *orfcerge$enbe6 Clement me&r intyalten,, in i$r 
mu$ alfo nur euje ©tette befegt. ft;^ 
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£>te nfctfrtgft* $4*m enthielt mit' erfle ©emenfe , get* nft map' fufc alfo btc erjte 
©lefle berfefbtn weg, f& Weärt eint $orm ber tun ein* .niedrigem $umme übrig, unt> 
jwar bie mebrigfw , »eftbe ftc^> gtt b&filfren ättö ben gegebenen Elementen erjeugen 
töjjt SWan erf>6^efc nun alle Stellen ruftet ber erflett fucceff(9 # bis fte" femer Qx\)6- 
fcung mebr fd^ig wa^cn, ober bi$ e$ untev t'bnen fem< twiste: JSteJIe mebr gab, um 
af Stam auef? ber erflen ©teile ber Sorot fti* .*äcbJJb6frere Clement ju erteilen , b. b- 
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'Einleitung. 
§. 45* ' 

Be0tfff.be«: $ o ts p t &r b f e. gunctton. fit ei 9 t. 

cfron tn ber elementar *?(ritbtnetif bebient man ff<b allgemeiner 3ei$en, bamit 
tfcb bie Unterfud&ung nidjt auf einjelne gdflc befcbrdnfe. Etäx beweijl j. 83. Titelt, 
baf (4*) 3 = 4 6 # baß (a 4 )l = 2 6 , fonbehi allgemein, baß (a T ) n = a rn ifl; mö* 
gen nun a, r «nb n beliebige 3oblen fepn, ber ©afc> baß eine $otenj ju einer an- 
bern SÖfgnitdt erhoben, ntdbtd anber«, al* eine Dotenj beffelbetf ©runbfactotf iß, 
wet$e jum (Exponenten ba8 S>robuct ber beiben erjien gjtponenten $at, bleibt* für 
alle »abr. Unter bem 3ei#en a h »ergebet man jebe Dotenj *on a, man t>erjie$et 
unter ab ein 9>robuct au6 ieben beliebigen jwei 3a&len, unter log. a ben &>ga* 
ritbmen irgenb ieber $affl u« f. f. Öeftt man nun nacb unb nacb für biefe 3eicben 
befh'mmte SBertbt, ober 3ablen, fo wirb man fuccefffo alle bie einjelnen 8<töe erhalten, 
welc&e in jenen allgemeinen 2Cu8brß<fen enthalten ft'nb* 

Aber man fann tmb muß unter tiefen allgemeinen Seieben in ben barau* 
jufammengefefcten 3fu*brtoen einen wefentlid&en Untertrieb tnad&en. JDer 2Cu*bruc! a b 
geigt niebt allein eine iebe $otenj, t>on a an, fonwn er ftettt au$ alle biejenigen 

18* 
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Säulen allgemein bor, welche auf bic Itotenj b erhoben flnb, er bebeutet entließ 
britten* auef) alle beliebige 3a&len , welche auf alle beliebige Dotenjen erhoben .finb* 
©oH ber 2tu8brucf bie erfte SJebeutunft $aben, fo gebeult man ftc& für b alle be* 
fltmmte SBertye gefegt, unb mau er&dlt baburefc ©rößen, welche ade ben (Sfrunbfactot 
a $aben, unb iebe eine gwiffe 3a&l jum erneuten befffcem @o ifi ei auc^ mit 
bem jweiten , fo au$ mit bem britten SaDe. 

Auf tiefe SBeife fann.man in jebem beliebigen au* allgemein au*gebrficftett 
©rißen jufammeugefegteu JCuSbrucfe einzelne tiefer ©rößen fo betrauten, alt wHte 
man für fie, »tytenb man ben fibrigen i^re Sebeutung l<ißt, fucceffio befiimmte 
S55ertt>e fubpituiren, unb bann Reißen biefe ©rößeh bie ^auptgr.ößen be< 3(u8* 
bruef«, tiefer felbji aber bie Function {euer «£>auptgrößen. Stfe übrigen ©rißen, 
welche ifcre SBcbeutung unabdnberli^ behalten foSen, f)eipen Nebengrößen, unb 
werben gewö$nli$ mit ben erßen 83u$jiaben be$ TUpffabeti, a, b, c... &ejei(&net, 
wtf$renb,man bie faustgroßen mit ben festeren, x, y, z, anjubeuten pflegt 

(Sine Function einer ober mehrerer faustgroßen fft atfo tin 
au6 biefen #auptgr6ßen unb anbern Nebengrößen attf irgenb eine 
2f rt aritbmetifd) jufammengefefcter Äudbrutf. *) 



*) D6 nun gfei$ für bie 4>auptgrbfen einer Function na$ unb nacb beftimmte Qrbfen *u 
fubfittuiren ff$ öorgefegt $at, tooburd) bte gunetton immer anbere unb anberc XBcrtye 
befommen muf , fo ift et bo<& ntcfct pajfenb, fowo$l bte $attptgr&fen, alt bie gunetfon 
ftlbft »er&nberU^e ttrbfen *u nennen , welker Begriff me&c fftr bte »Dijfcrentiali 
rec&nung aufbewahrt »erben muß, wo man et erjt mit eigentlicher SB er 5 n ber« 
lityltlt, mit ber fliefenben ©rbfe, ju t$un befommt* 3n biefer SBiffenfaaft, 
too man fi<f) üorflettt, ober bo<b wenigflent oorftetten fottte, bte (Hefenbe Qrife bur$« 
- laufe na$ einem bejtimmtea Offene alle 3u|tönte, worin fie tyrem ©efeje gemäf fom* 
men fann, mufi man (t^ gebenden, bie urfprüngli$ oeränberlid&en (Srbfjen, »eid&e mit 
ben £auptgrtfen in brr Xnalpfit Abfcreinlommen, nehmen jeben nur bentbattn 
pofitfven unb negatioen föerfy an, wtyrenb bie Gubjttfuttonen, wettje man in ber 
Änatyftt mit ben 4>ouptgrbfen »ormmmt, meiftentyeüt fe$r befd&rdnft ftob. Der $aupt* 
SWeä aller anafytt$en Untergängen ift aber bie nad&fcerige Bnwenbtfng bei ber JDiffei 
rentialrecfrnung* man nimmt bie Operationen mit ben gunetfontn grftfeftcntfeftt nur 
betjalb oor # um bit dtefuftate bei- bem ©ijferentialcatcut ju gebrauten , b. $• um ft$ 
tyxnad) bie «&auptgropen # alfo au$ bie Functionen alt ö-erdnb erliefe Qrbfeh 
^u gebendem 
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— m 

©ojmb j.' 83. bie «u$brficfe: a + bx*, a* + bx 



m u 



n ~ j--" 1 * * > 



a + x 

log, x, Sia. x, C03. x u. f. »♦ Functionen &on x; ax + by% xy ^ xm ^ 
in bergleidjjen gunfiionen wn x unb y u. f« f. . . . 

Um eine beliebige Function • einer ober mehrerer $auptgr£ßen anjubeuttn 
bebient man ftcfr ber 3eicfcen: ?# x, 4* aucfr »o&l f, F, inbem man bie #aupt* 
grißen, voooon fte Functionen fe$n foHen, in einer Älammer bafy'nter fegt) fo j. 8k 
bebeutin: ?(*)<» ^fx), f(x) tu f. w. beliebige Functionen* t>on x, bie 3itf #en 4 (x, y) 
unb bergleic&en Functionen t>on x wtb y u. f. xo, 

Stimmt man nun bie SubjUtutionen gewfjfcr beftimmter SBertye für bit £mpu 
grfiße n>irfli(& »or, jebod^ fo, baß tiefe SBertye bei jeber einjefaen ©ubfliiufion nic&t 
* *oiffffi$rlic& angenommen »erben, fonbern frfbjt regelmäßig nad) einer gewijfen JDrbs 
mjng auf einanber folgen, fo bilben bie einjelnen burcfc ba* ©ubfKtuiren entftanbenen 
©rißen bie ©Heber einer Steige. SRan fann bie jn fubjHtm'renben SBertbe allgemein 
fo annehmen, baß fte felbjl eine beliebige Steige bilben, inbejfen begnügt man ftcfr 
mit ber einfacheren 83orau*fe&uttg, baß biefe ffietye bie fogenamtte aritfcmetiföe ijh 

a, a-f-d, a-f-ad, .♦♦ a-f-hcL .., 

too ber ftecieHe gaH, baß a=o, d=i ober bie Steifte: 1, 2, 3 ... h ...- ift, am* 
$äuftgjten wxtommt 

S# bafter bie gegebene Function wm x = *(x), fo tfl bie batau» entjle* 
$enbe Steige: 

H*)*+ ¥(a+d) +^(a+2d) ♦ ..+ *(a-f-hd) ♦ ./ 
ober für a=o,d=i, 

•<P) +'t(0 + ♦(»)•*. f(h) 
£ie hten ©lieber einer folgen »eij&e, wo man aber für h jebeft anbere 3ei$en fegen 
fann, nennt man bie allgemeinen ©lieber, (terminos generale*). (Seifet man 
' baber für bie £anptgriße bie SEBert^e o, 1, 2 ... , fo iji bie Function felbjl ber 
Serminu* generalis» SJton fann bie ©lieber ber Steiften awfy auf ber negattoen Seite 
fortfe|en, inbem man im allgemeineren £aUt für bie $auptgr£ße nacft unb nacft a-d, 
a-ad .♦♦ a-hd, in bem foecielleren aber -1, -a .♦♦ -h fegt 
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% 3fi ba$er ber XerminuS generalis ober bte Function befannt, fo bat e* nie 
©^tmerigfettetf, bte Steige felbft barjufielle«. 

3* 83» e8 fey bte gunetion w x= 3 + 2x\ welche wir y / nennen wollen, 
tmfc e* »erbe öefobert, bte ffletye, beren allgemeine* ©lieb fte ifi, bei ber ttnhabme 
ju btlben, baß für x na$ ttnb nac& %xz äafclen o, i, 2, 3 ..♦ mtb auf ber anbem 
©eite -1, -»■♦.. fubftituirt werben f ollem 

3ba* VnfanQjiQtitb entfielet, rottin man fftr x ben SBerty o fefei, ba* erfie 
qa$ bemfelben, wenn man 1 für bte 4>auptgr6ße fubjiitutrt u. f. f. ©efct man älfo 
b(e fubfKtutrte 3af)l aber ba* ©lieb, weW&e* aus tyrer ©ubfiitutfon entpanben tft 
fo seist tiefe juglei$ ben Ütang be* ©liebes ber Steige an. 

-4 -3 -a -I o 1 a 5 4 

'.♦-35* 21. ii. 5. 3. 5. 11. 21. 35. ♦. 

©ie ttrfat&e, warum auf Beiben ©etten gleite ©lieber fielen, tfi bie, weil 
(-x)» = x* tfl, wenn man alfo für x 3, 83« ben SBertfr -4 fubfiituirt, fo Jomrat 
baffelbe berau*, alt wenn man bafür +4 fefcte.. 

(Eben fo tfi bie Steige, beren Ztxminui generali« = 2+4^-x tfi, folgenbe; 

-4 -3 -a -x o x a 3*4 
.♦, 7<X 41 # 20. 7. 2. 5. l6. 35. 62.. ♦ 

welche man ttify auf bet'ben ©eiten fortfefcen Unn. $ - . 

Sfi ba* allgemeine ©lieb a*, unbftnb bie j« fabflituirenben SBertye: *, «+J, 
*+*/.. fo tfi bie Keiner 



a-h* 



a-5 



ober für bie einfahre JBorauSfefeung : 



a+6 



+ a 



af 26 



• . • 



a 



afh5 



a + •• & T a 



"T* ft *^ « . • m ^ m 



a 



' ober 



a * 

t 



• 
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§* 46* 

Begriff b e r V ft a f y r t i, 

2Me 2Crlt&mctif iff tte SSBiffenf^Äft t>o« ben ©efefcen ber 3a&rent>etfnöpfung*n, 
60 lange man fl<fr blefr einfach gebenft, um mit tfynen a» opertren, fo lauge ge&irett . 
bie ttnterfud&tmgen in bie <8lementar*Ärit&nieftf ; nimmt man jfe aber al« ytfammch* 
gefegt an, werben fte ali au8 agilen tfejhflenb, alt tm Aggregat mehrerer 6tojefc 
Reiten gegeben , fo befmbetman ftc$f tm ©ebfete ber Bnalyfi* ober ber atl&emti* 
nen Ärit&metf *♦ 5Der Segriff ber ^atiptgtfgr bringt fl(fr, wie wir oben gefe&en 
fcaben, bei ieber jufammengefefcten 3a$! bon feibft auf, imb beS$al& betrautet man 
jebeti jufammengefefeten 2Cu6bru<f in Sejie&ung auf eine ober mehrere ^auptgrößeir, 
ober fte&et tyn ali eine Function berfelben an. 

S>fe «natyfi« tft t^te SBiffenfcfraft bon ben ©efefcett. ber ißer* 
fnäpfungen jufammengefefctcr 3a$len, unb ibr #aypt ^£)bj|ect ijf 
bie Function. 

. $♦ 47- 

SSon bin Dcrfd^tebenett' Zvttn Itf Functionen. 

SRan tonn bie Functionen ffiglicfr in btei $auptaW$eil|mgen bringen, inbettt 

man ffein algebraifc&e, tran8c?nbente unb inejrplicdbel* eftit&eilt* 2ttge* 

braifc&e Sfunctfonen ftnb fofcfre, in benen mit ber £au#gröfe ntir jDperatfonett ber 

elementar ^rtt^metif, b. &. Äbbftion, ©nbtractuw, äJMtipltcation, 2Mbi$o», 9>p* 

tenjiinmg tmb ©ttrjefouSaiei&uug vorgenommen ffab, fo ftnb 5. 4B. a-fc-s, ax + b, 

a 
' » f x m i— bx, ~S, V* (a-f-bx-x*) unb bergfeiefrett algeBraifc&e Functionen 

attk 

»on x. . SU <*« &fc gimctfott fo oeföaffen, tag. bie tyitytgthf* im ßrponente» 
wrWmtnt, ob« wirb ein @inu$, Gojtnuf , Me Sanaentc tt f. w. wn ber £aupt* 
"ot©> »ertattgt, ober mtfltlpt «** öoflen gefoberf, teff«* ©inu«, Goftatt*., San* 
gente n. f. ». bie #attptgr5fle iff , fo nennt tnw bie gtmetfott trattfeenbeat, ©afciit 
gefc&tt» aif» atefr bie gogtftymm ber i&attftgrofe, ben» wo» er|ftt ffe au* ber 
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Umfebrung ber tran«cenbenten ©Ecfe&ung y = a x . 3. 8. fofgenbe JfuSbrfae: a*/ 

b x3 + bx *" xa , Sin. x, Cos. (a-x>), Tang. (SL±), i og . x , log. (^3) unb 
berglettben fürt tramlcenbente gunctionen ber «pauptgrife x. f&ti tß t n liefen gunc* 
tionen fann matt ftc^ f&r bie £au»>tgroge jebe beliebig« 341 gebenfen,- fep fte 
poftti» ober negatfo, ganj, gebrochen ober irrational, obgleich bie «natöftt @ub#ttu< 
lionen ber Xrt ni<6t »orjunebmen pflegt Zütht e8 gfebt aucb Functionen, wo matt 
fi<b fajtfee&terbing* nur ganjeSablen, ja, oft aucb nur pofitiee für. bie £at»t* 
grofe fubltttuitf gebenfett fann, tmb biefe gunctionen wollen wir intxpUcabtlt 

X 

nennen, ©ergreifen Functionen fmb ade combinatorifcbe 2fo8bru<fe, j..8. Cfr • • n]. 
#ier fann man für x nur ganje pojttioe ffiertbe attnebmen, benn <Sombination8for: 
men, welcbe einer Jttaffe § angeboren, ober »tiefte | Elemente entbaften , ift ein tm< 

- , h 

gereimter Segriff. 2Cebnli<beS gilt won x C[q..], wo x pofiti» ober negatfo fe»n 

fann, jenad[>bem q, ober bog niebrigffe (glement angenommen wirb, ferner ftnb bie 
3>ertmttation8jabien, »ebbe wir bureb p beaeic&nen, bergleicben gunctionen, benn ba 

p = 1.2.3.. .(x-i).x ift, fo. ift Kar, tag man' frier. ffir x nur ganje pofttfoe 
SJertbe au fefcen berechtigt ifl, inbem ein Drobuct, welcbeft man tax» befannten unb gege* 
benen gactoren bergeftatt bilben fall, baß biefer gactoren 8 . ». i ftnb, ifl wieber etwa* 
Ungereimte«. $iep würben au* bie 9>otenjen gebfirm, wenn man fFe fo feffntren 
wollte, wie freilicfr gew&bnlic* gefebiebet, baß fte ein Drobutt au* gleichen gac* 
toren ftnb. 

Statt tbeilt bie algebratföen Functionen wieber in rationale unb irtatio* 
»alt. fcie erfleren entarten feine SBuraelauSaiebungen, bie mit ber £atq>«gr6fe 
vorgenommen ftnb, wdbrenb biefe mit folcben behaftet ftnb. So fmb alfo *. ». 

- > tmo Dergleichen ratfonare . gumtfonen wn x , fcfogegen 



ax 



-** 



c-x 



HI 



v^(a +bx n — dx m ), ( a +bx*)° unb vergüteten irrationale ganettonea fcerfeU 
ben $auytgr£fe. 

m rationalen gunctionen werben wieber in gante tmb gebrochene cm* 
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3^etft. SfatioriWe ganje Functionen t>on x ftnb f o!d>« , in freiten x nie im kernte* 
»orfontmt, w<J6ren& ofeftf bei oen gebrochenen ber Sau ij}. 

3. ö. ax* -f-b, ax* -f- bx* — ex + d it. bergT. 

ffntt rationale gange Functionen oon x; 

iTTT» ax + x ' - , t<>I . n i U. f. ». 
jtnb rationale gebrochene Functionen eon x. 



$.48. 

Snbepenbettte mit recttrrirenbe flSetttammig ber ©lieber einer ttrije. Urbergana von ber einm 

Stimmung jur onberm 

©c&on in ber GombinationSlebre *(§. 7.) >aben wir gefe&en, waJ'inan unter 
tnbepenbenter iinb recurtirenber »efiimmung im ^gemeinen ju t>erffe&en $abe- Sn 
wiefern biefe* auf combinatorifebe jDpetationen »ejiebung t)at, baben wir im 83«* 
irrigen fcoHfWnbig f ernten gelernt, unb gefeiert, baß in biefen beiben JBfftimmungS* 
Arten ba* SBefen ber ganjen @ombination8l*bre befielet Cben fo ift e« in ber 2faa* 
fyft*. SRan fann bie (Bliebet einer gefegmäßigen Steige auf inbepenbentem unb teeut* 
rieenbem Sgege jur Ableitung bringen, £)er fcerminu* generali« ber Stabe ift nichts 
anber«, als formaler £u«bru<f be* inbepenbenten ©efefee* ber »ilbung. JDie IRe* 
curjionSformeln jur »ered>nimg bet ©lieber einer Steige t>on ©rifen aber Labien, 
(tonen , wie in bet €ombination#e$te fowoW wilftänbig feijn, al$ aueb nur eine 
tyeilweife Stecurfton batfleOen , b. b* fte f innen fowobl ein gewiff ii (Stieb einer Steige 
ton @rif tu ober Labien au* -allen uorbergebenbetr ju beregnen lehren , al8 au$ 
eine Siegel barpellen, n<t$ Vocld^et man au*. einigen früheren ©fiebern, \a, nur au9 
einem ein na^folgenbeS *arftetten tum.' 

©ie 3faafyff* fobert, wie bie ffombtnatianlle&te , beibe ©eflimmung«* Ariern 
Ob man aber bei einer anafytifc&ett Unter fud&ung juerjt auf bte~ inbepenbente SJejftm* 
mung ger&b , ober jur recurrirenbtn gelangt, ba* $<ingt lebigity wn ber JebeJma* 
Kgen Statur beft ©egenjianbtf unb wn ber 3ftt,.wie man bie ttnterfucfcung aufteilt, 
ab, ja, es ift oft mcfct einmal möglt$, unb meiffentyeitt fe$r f^wietig, beibe 83e? 
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Um emegorm jtx et&tyui, toirt rnw'We Tegte ©teBe nie gm Mxfaty$i§t$** 
fcen f6nnen/wcfl ( baburc^ ^i> üorgt^ctrtc«,@umihe t>ergr6|fert werben »ort** Wen» 
man nid^t frühere QteKett ermebrigen wollte, welche* aber bte gorra nlfyt ta#tye$ 
fonbern fte erniebrtgen $ief e. ff # miffen na<$ einer ju erbeuten ©teile tiodb $le* 
mettte na^frlgen, mld)t iiiebriger befegt »erben muffen, faM jene ein #&öre* €fo 
tnent befommt $>a mär *b?r unter ben abgulettenben formen bie aSer Stoffen *tm 
ber tc#en btt jur nten* toenn *..We gefoberte ©umme ift, voilvmmüi f .fa ftfgt, baf 
man auf bie fTOenge tar na$ ber erbeten wieber auSjuffiflenben Stellen bur$ftu$ 
nieb* $x fefcen fcabe, fonbern nur, baß man folgenbe ©teilen fo niebrig aiß urigli$ 
befegt. X)iefe8 wirb aber immer gefielen, wenn man fo t>tcfe ©teilen, mit erjien 
(Elementen ausfällt, atft uoeb Cin&eiten an ter gefoberten ©imune fe&leti SBte toiel 
©teilen man alfo auf fotc&e SBeife befegt, &4ngt t>on ber-3nbfoibuaflt4t ber ju erfci* 
,&enben Jform ab, man wfrb oft nur eine, oft fogar gar {eine ndc&folgenbe ©teile 
befegen muffen, welc&e* gefc|ue&et# wenn burdfr bie Gr^t>ung fclbfi fefron bie gefo* 
berte ©umme bargejiettt tpixb. £a nun bie minbejie 6r&ö&ung einer ©teile um eine 
Sinket* geföie&et, ju welker <gr&6&ung bie nac&folgenben ©teilen ben ©toff ^ergeben 
m&ffen, fo folgt, baß iebe ©teile, binttr melier nodjj ein GlepienV nafc&eS e$' audr) 
fep, nachfolgt, ober, baß jeberjett bie oorlegte ©teile erl>6t>bar ffl. ;$ie Siegel lautet 
alfo folgenbermaaßen; man ctf)6i>e bie t>örlefetc ©teile um eine (Sin&eit, rfnb ftelle 
tyr fo t>tel erfte Elemente nad>, big feie gefoberte ©umme ergdnjt ijl; beftgt bie legte 
©teile ba* erfte ßlement, fo wirb man gar leine ©teile natfj ber er&tyeten befegen 
b&rfen. Die $($jie $orm barf fein *or&erge$enbeö Clement me&r enthalten,, in tyr 
muß alfo nur eine ©teile befegt .ftpi. 
3. ». 
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Die **&rtflfit $<*m enthielt nur crfJe Ctemenfe # gct>enFt map' fld^ alfo bic erfie 
©teile berfelbtn »egrfo Wiftt eine $*rm ber um eiti6 .niedrigem $umme übrig, unb 
jwör bie niebrigff^ rteft&e ffcfc yu bArfilfren ffli* ben gegebenen Elementen erzeugen 
Uft. fMan er$6fcefc nun alle Stellen «üffcr ber arfkn ftfceefffo, bis ffe* fetner Crfco* 
&unjj mefcr fltyig uwqren, ober bi« e* unten ifaien fein« wU#tJßttyt me&r gab, um« 
aläbann aueb ber erften ©teile ber Sorot bfl* -*Äd[>fty6$ere ßlettent ju erteilen , b. b- 
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140 2Cnwenbungen bet €cmWtt<ttwtt*Vc^e auf 2Cnafyftd, 

Jlimtmuig«*3£rten <w$ ber Unterfucbung felbfl immittelbar abjuleiteu- <&S tommjt alfo 
Sott) tarauf an , ju jeigen, tote man ben ttebergang t>ott ber einen ßepimmung 511t 
anbetn betoirfen Htm*. 

* - £er formale 2Cu8bru<f be« ©efe^eS , wonach tue ©lieber einer getotffen Reifte 

^ebtlbet werben, 4>ber ter Äermimrt $enerafi* tiefer Steigt tann au» einer, er fann 
aber 4u$ a*3 mehreren <£«wptgrJßen aufammengefefct feipm ©iefe ©lieber Mimen 
tiacb i^ren uerfebiebenen #au:ptgr Jßen t>erftbieben recurrirem Hin ttuÄbrucf, ber au5 
jwei «päuptgrißeni k unb n, aufammengefefct ifl, fann fowobl in 3btfc&t auf k, a» 
auf n, enbfidj aber au<b in SBejiebung auf bette jugleig recurriren. £at man babet 
jwei,©r5jlen, welcbe jjleicbe $auptgti$m baben, aber auf *erf<biebene Seife recur* 
tiren, t)ber beren 9?eeurfion9formetn titelt ibenttfeb ffnb, fo folgt barau* no$ niebf, 
tag tiefe ©rfijfen and) serfebtebene inbepenbente XuJbrfitfe baben, ober baf fte au* 
ibren #auptgrißen <iuf *erftbiebene inbepenbente Seife jufamrnengefeftt ftnb. Aber 
©rößen, beren inbepenbente 2Cu3brfidfe toivtlid) &erf$teb*n ftnb, ttnnen niebt auf eine 
unb biefelbe 'Art recurriren, fyn ÄeaurfiottSformeln, mfijfen perfebieben fepn. ttmge« 
febrt folgt barau«, baß ©rißen, toeü^auf biefelbe Steife recurriren, ober beren 
WecurftonSfbrmefo ibentifcb ftnb, niKb ein unb baffelbe inbepenbente ©efefc ber 8ik 
bung baben muffen, b. i). baß «u<b ibre inbepenbente 3fu*brfi<fe gteieb fepri muffen, 
«obalb e« fttb baber ftnbet, tag tm ©riße, fftr »ebbe man nur eine Äecur* 

> fton6formel bat, ^uf eben biefelbe Art raurrire, a(* eine «nbere, ffir meldte ber tnbe* 
penbente 2Cu*bruff befamrt ifl, fo ifi man bereit, ju fließen, baf fte in 2tbftebt 
auf ibre »Übung «leb» anber* fep, 4» tiefe fo»obi *uf beut SBege ber Snbepettbenj 
al8 ber Äeeurfton iefamtten ©riße, 

€« ifl nun erfobertub, «He biejenfgen 3»erfmale <mjugeten,. woran man bte 
ttebereinptmmung jweier 4Recmf otten erfennen fann. 3>ie erfle »ebingung ift, baß 
betbe eine gleite Änjabl tfttt ^auptgrißen 1>aUn, toeiebe» fte bierin t>an einanber ab, 
fo ifl an tine 3bentit5t Aberatt triebt -ju ten?em 3»etten* »offen betbe eine gleite 
TtniaW t»on ©liebem *a*en, trföenJ enbttcb mfifferi tfeieb *obe ©rieber in betten auf 
gletcbe Ttrt aus ten ^auptgrißen iufammengefegt fepm 11m tie ©Ieicbbeit ametee 
Sfecurftonen au erfermen, mu$ man nur <ptf tie £au^r6ßew febe»/ inbm man fnb 
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nun bic Qrißen, wet$e in t«t 8t«ctttfiön6f<mnd maUnUttiä) bleiben, tbet im 
iit S?ebengr6f«n nf#t fctf&mmert, We'fe haben o«f We Sfrentftft feinen Ginffaf. 
3. 83. @* ftnb bie Betten JRecurfionSformeln : 

"A = ""'A^ + n A . 

unb • ■ - 

n n- 1 n 

t>6aig tinfiimmig, benn in i&nen ftnben btc brei JBefüntmtmflen ftatt, meiere bei ieber 
Sbentitdt jtt>eter SJecutfioncn . crfoberlfc^ fmb, Aber beibe ftnb auc|> mit ber dtccuu , 
fumdformel % 

nfk nfh-l öfh 

ktR H = k+ *H(a+h) + M: 6 -.H ". 

tbentifö, benn $ier ftnben biefelben SSebingimgert ff Ott, obgleich in t&r noefc jwei 
©rofkn g'unb h t>orfommen, bie aber wdfcrenb ber 3?ecurfton immer biefelben bleiben, . 
tmb affo bie jttr Sbentität erfober(i$en 83ebingimgen nid)t abanberm SBfr xooUm 
tiefe 9tebengr6ßen Gonjlanten nennen, ba fte überall nicf)t serdnbert werben» 

#at man bafcer bei frgenb einer analptif^en ttntetfuc&ung bie ©lieber einer Steigt, 

O I 2 k 

Ä A> *A> n A*" B A... i« beregnen, unb iß mah babei $. 85. auf bie 
ffieenrjton:. x 

k k-i k 

■ A = -'A.n + nI A r 

k 

gefotranen, fo fann man fc&ließen, baß n A *&$& anbert, att bet Sfnbegriff aller ' 
GombinatieflSfotmen ifl,. mtyt fuf> au* gewiffen (Elementen ju^emer gewiffen JClaffe 
bei verbotener SBieber^olbatfeit bet &tmmtt erzeugen raffen, berni für biefen BuSbrutf - 
%at man bie Slecurffon: 

k k-I k 

Aber trollte man ben ©#luß machen, baß 

k k 

n A = CV-"3 

19 
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ift # fo wäre biefeö ni$t allgemein genug, benn n A reatmrt audfr eben fo, tote 

kfh 

C [r..(n+ g)]# »o h unb g gewiffe Sonflanten bebeutem 3Cu8 ber oSlflgen Sben* 
tftft jweier SRecurtfonen folgt nur, baß tue beiben ©ripen ein unb baffelbe ©efefc 
i^rer SBilbung b«ben, mir, bafj bie 2Crt ber 3ufammenfegung in beiben einerlei tfh 

2Biljl man na# erfannter Sbentttdt jweier Sieeurftonen auf bte ber' ©rößen 
felbji' fließen, fo muß man fub }u ieber v^auptgrSße be$ gefunbenen inbepenbenten 
ÄuSbrucfS no# eine Gonjtonte t)injugcfugt gebenfen, unb rt ^dngt aUbann nocb »on 
ber Slafur be* ©egenjtanbeS ab, wie tfcb biefe Gonftanten bestimmen, . welcbeS jebe6* 
mal auf folgenbe Art geföeb«* tarn. Sebe Sfrecurfton, aber biejenige SJeretbnung&^Crt 
ber ©lieber einer Steige, bu?$ welche man au« frühem ©liebem fodtere ableitet, fegt 
notbwenbig oorau«, baß man ba$ erffe ober ju weilen mehrere erfie aucb o$ne bte 
Steeurfton fcbon fmben finne, benn btefe ©Heber fann fte nicbt barjiellen, tpetl e3 
feine frühere giebt, au< »eld&en fte jie ableiten f&nnrt. 

$at man baber cm8 bef 3bentität jweier Slecurftonen auf bte ber inbepen* . 

% beuten Buöbrucfe gefcfclofren, unb bie erfober lieben ßonftanten ben £auf>tgr6j?en tyn* 

. jugefägt/ fo fege man für ba& allgemein angenommene ©lieb baS Utanntt erfie, für 

meines jener mbejpenb«nte % uSbruct eben fo gut 1iatt finben muß , unb wobureb bat 

©lieb in eine 3abt ober beflimmte ©riße übergebet, fo n>irb man eine ©let^ung 

baben, aui ber man bie 6onfta*ten tu beflimmen im (Staube ijt 

£ur<$ biefen neuen unb fruchtbaren ©ebluß, *) ber eigeittlicb weiter nichts 
tjt, als ba* gewtynlicbe fo oielfacb getabelte Snbuctionöoerfabren , nur in baffer 
Xdgemeinbeit auSgebrfidft, unb melden id) ben ©ebluß oon ber Sbentttdt" 
gweier Stecurfionen genannt b*be, fann man in ber EnalpßS auf eine allgemeine 
unb beutlicbe üxt baSjenige jur Ableitung bringen, welebe* man obne benfelben nur 
mtywoü, unb wa« ber fcblimmtfe Umfianb ift, auf eine b&cbff unwijfenfcbaftliebe SBetfe, 
bureb bie gemeine Snbuction, barjufiellen oermogte» SEBtr werben im Solgenben, obgleich 
e$ nur wenige anafytifcbe JBetracbtungen ftnb, tnelfdltig Xnwenbung bavon magern 



") «ftan finbet ben Ofegenftonb in btefer Ällgemefo&ett juerft in metner Xtyanbltmg ; de utroqae 

analyaeos recentiorii determinindi rationibot et<£ vorgetragen. 
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4 J 

Auf tiefe 3Crt ift a(fo ber Uebergang ton fcet tecumrenben SBeflimmung gur 
inbepenfcenten im Allgemeinen gejeigt Korben* 

3Ba$ ben Uebergang t>on ber inbepenbenfcen SBefiimrnung jur recurrirenben 
betrifft, fo ift er im allgemeinen fe&r leidet ju bewerf |t elligen; foH aber bie abjulei* 
tenbe Jfcecurfionaformel gewiffen SBebingungen . entfpreefren , fo fft bie tlnterfud&ung 
juweilen mit ben* gr6feflen ©c^wterigf etten t>er?nfipft. SBir traben gtfe&en, tote lei$t 
ftd> in ber deinen SombinationSle&re bie recurrirenben ©efh'mmungen au* ben inbepen» 
beuten ableiten laflfen, allein bie Ztt unb SBeife tiefer SRecurßonen war nirgenb tor* 
getrieben , wir fugten eine Stecurfton fc^Iec^t^in. Bei {Betrachtung ber Variationen 

„ u^m «~ mm * ^ ^^ » -Vc,.., ..-. 

k 

pC[q-] ab, allem eine fold^e, welche j, 0. au« fuccefffoen inbegriffen jur (Summe 
rf- 1, n-3, ..♦ fämflicfr aber jur Älaffe k atö ben (Elementen o, i, 2 .♦. gebilbet, 

k k 

ben Snbegriff £C[o..] ober n V[o..] berfoirt, fteUte fit& unmittelbar nic&t bar. 
SBirb eine ftecurftonaformeljwt tiefer ©eff alt t) erlangt, fo ftnb, wie Wir im gfol* 
g*nben<e&en werben, no<& eigne analptiföe äunftgriffe erfobtrlicfc* 



(Stflec 3tf$ftitt 

»on ben gacultdte» unb i&wtt «cuttfrenbett f&tfütmmm* 
gern N &tfHmmuttg ber tfnja&l ber Sformett, n>el(&e 
bei ben twfc&iebenctt cora&tnatorift&en Operationen 
&erbot8e&en müffem 



$.49. 

r 

ß o ri * e » ff-acult&tca» 



sWCan gebenfe ftd& ein $robuct au* folgen gactoren, welche bic ©lieber einer aritfc 
metifefren Steige be* erflen ©rabe«> ober, tote man ficf> fd&led&tyin auSjubrfafen pflegt, 
einer arit&tnetffc&ett Steibe barfießen. 3» 83. 

a i (a+d).(a+2d)...(a+(h-i)d).(a+hd) 

fo werben $robucte tiefer %xt gaeul täten ober gactorieHen genannt. Der erfte 
Sfactor, a, $eij|t bie Saft 6, ber Unterföteb, nac&weftfoem tue $actoren fortföreiten, 
d, bie SHfferenj «nb bie tfnjafcl ber ©lieber, (h+ i), ber Srpon* nt ber gacultät- 

2Btr »erben mt* jur Xnbeutujtg ber gacultdten be* 3eid^enö <fö bebienen, toobei bie 

ßajt«, Differenj unb gjrponent folgenbermaaßen angemerft werben: *^ d , fo, baß: 

h 

*^ d = a(a + d)(a+2d)„.(a + (b-i)d) 

tjt* , £)a man un&eföabet bed Drohtet* bie golge ber gactoren umfefcren famt, fo 



» «. * 



i_'* V : **- 



1 



L ' 



f 
t 

r 

r 



iff eS <md& flefiattet r in obigem ÄpSbrtufe a + (h«> iydXg«? Soft* nnfer-foggr 

jDifferens anjuncbmcn, wobei bie Xnjafcl bet gactaten, alfo bar ©woncnt tmwlnbftf 

bleibt , fb, baf alfo 

k * 

iß, ob« för d = -d gefefct, iji 

a-(h-i)dCSd = a<X-d 

3(1 r Kein«, aft h, fo tji^ - 

a(a+d)...(a+(h-i)d)*=a(a+cl).,.(a-f(r-i)d)i(a+rd) < . < (a + (h-i)d) 
alfo 
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•«*,= 



'&■ 



h-r 



gut r=o tjl: 



»tc«i«d 



• •■*•' 

b. &. jebe SJaarftät mit bem <Sfl>on*ntett o ijl bie Qtmtyit 
3fl h=?o, fo finbet man 



d 



*S8d Ä ** 



«■»■ 



-r 



alfo: 



• trdCKd 



«trdgd 



,i 



* 



15Q 



(Btfttt %bf<bnitU 



<*cr, wenn tw» fftt e+rd ben SBerty n fefet, fo, bafl a r= n-rd tfl r fp 
ffttbet man: ^ 



• r 



>gf* = u-rä^i 



n-dtt-d 



t 



SBenn man in: 

k 
■jg* =n(a+d)(a + 2d) .„ (a+(k-i)d) 

für töe Differenj d fem SBerty o fefct, fo Dewonbelt ficfr btc gfacultdt in eine 9>otenj, 
fo^baßatf* 

■#• ■- ^ » i . 

SBir übergeben frier mehrere (mitunter freiließ merfmfirbfge, allein tnejßen* 
tfreil* jroetflofe) Beaiefcungen unter brefen 3a&len, t^ettS # weil man ffe in anbern 
©c&riften ^fuibet, tfeftt weil e$ un* fcter nur barum ju tyun iß, folcfje ttaterfu* 
jungen anjufteOen, weK&t littet auf Kombinationslehre SJejte&ung fraben.' ^ieju 
finb aber einige recumrenbe SBejiefrungen unter ben gacultdten erfoberlt$ , weU&e wir, 
ba fte, gerabe We »t<$tigjlen SBejie^ungen, in anbern ©cfcriften n\i)t angetroffen werben, 
Wer int 3bt*tmg bringen muffen* 



*) ' Ellmens d'Arithmdtique universelle par C. kramp. Cologne l8o8, Chip. XXV. lc* facto- 

sieUea. $tamp war ber erfte, weiset btc gacultfiten einer näheren »Betrachtung tra* 
termorfen &at. ferner lann man baräber mit oielent Stuften na$lefen: &etfu<& einet 
allgemeinen ttjeorie ber analptifcfccn gacultdten oon Dr. Grelle, 
«Berlin, 18*3/ »ori* frefli$ feine „beptmmte Definition" ber gacuttÄte» nt$t 
tta&ua$incn fepit bätfte. XBüf man btefe 2Cu«brfi<fc auf beliebige Opponenten ausbe^ 
neu, fo fft eine beflimmte Definition erfoberlitj. (Siüt Dentition aber, wenn fte 
tiefen Kamen oerbfenen foU, muß fo befo>affen fe^n, baf man Dermo ge tjrer ba* 
Dcfinitum in jebenf m6gii.<ben gälte barftellen fonne. oben fo, »fe %itr, 
. ift .eine beftimmte Definition ffit bfe $otenjen erfoberlio} , benn foOen fl* yrobuete au« 



in 



gleiten Sauren fepn, fo finb bte XirtbriUfe A " m f a toiberfumig. eine befttmmte 
Definition über 9>oten*en ffnbet man: «runbrif ber reinen fltat$tmaiif , ton 
$0 fr. ©. Jf. abbaut» 3<« Äuf[. <5ap. 3, <5« bebarf nur biefer, abfr ge&brfs 
»erattgemeinert, um au<$ für flacultÄten eine beftimmte Definition $u $aben, benn f)o* 
tenjen finb nur fpecietU gdtte btr gaeuUäten. 



k 
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68 tjl: (k+i)d B $F = (k+i,)(l.n(a+d)...(n+(k-i)d) 

* 

fem,«: *' d $T == (n-d).n.(n-|-d)...(n-Kk'-i)d) 

«bbirt man fceibe KuStcäcFe jufammen, fo ijl: 

k' k+I 

Os+Od. ^ 1 + *"*$* =[(k+i)d + (a-d)].n.(n+d)..';(n+(k-j)d) 

' =s n.(n+d)>..<n+(k-i)d).<k+kd) 
alfo $«t man: ' 

kf» k k+I 

; »# d = (k+i)d.-^ + -*#* 
ob« för k + i bwi SB«rt& k gefefct» tfl: - 

k k-l k 

SRan ftnbet für d = i: 

k k-x k 

unb für d ss -i: 

, k 

ober: 

k k k-I 

■Vgf -1 = n $; x + k*^ 1 

ober fütu + i ben SBertfr n gefegt 

k k k-l 

»g*- 1 = °- 1 Jgf- 1 + k oaI g- x 

SWan fann nun biefe partielle SRecurjtonäformeln eben fo, wie bei ben comWnatortfcJien 
S3ejie&tmaen mehrerer JDiöcerptionen unterwerfen , ttm barau« . 2otafrecurjlon$formefn 
jtr er^alfelt 2)t*c*rpirt man bie für gacultdten mit bet Sifferen} i y intern man 
iebtfmal ben Styett aerlegt, weiter ben gartor i nid&t fyrt, fo er^It man juerjt: . 

» k k-I k * 



k^i 



,^ 
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: üxfttt %bid)tiitu 



ferner : N 



atfo junäd&jl: 



k k-i k 

a-afcx ! u n-atfcl ,i n-3 



>g'. = k.»-g' + -8gi 



k-i 



k-i 



k-i 



»g 1 = k^g 1 + k.-'g 1 + k.-'g 1 + n - 3 g r 

$<fyrt man mit ber 5Di8ceq>tion fort, fo wirb man allgemein nacb ber rten auf ben 
Jfuöbrutf: * 



k-i 



k-i 



k-i 



"g 1 = k^g 1 + k.-'g 1 + ...k.-'g 1 + TfrtOJ« 

gefommen fetjn. JDie^SBajt«, n, nimmt mit jebem ©liebe um eine (Sinbeit ab, ift 

man bafcer bis jur n-iten jDiäcerption gefommen,' ober iß r=n-r, fo ftnb bte 

beiben au$ ber legten JDiJcerption entjianbenen ©lieber 

k-i k k,-i 

benn ber eine ber beiben Zfjcile tft == o, »eil eine gfacultdt mit tiefer S3a|t$ ben 
gactor o in tf$ fcfrfieft. 

SRan bat baber folgenbe JEotalrecurßonSformel: 

1 k k-i k-i k-I k-i 

SDttcerpirt man aber ben Styeit ter partiellen 3tecurfton*fbrmfl, welcher ben 
gactor k beft%t f fo,ijl juerfi: v 

k-X k-2 k-I 



gerner : 



k-2 



k-3 



k-* 



i-3 



k(k-l), n g X s k, (k-I) (k-2). »g 1 + kCk-l)^- 1 ^ 

atfo jun<S$ft 

n 3 f = "'S 1 * k - n " I S I + k < k -*)- '"'8* + k »-ö(k-»). a d! 

fflton »irb allgemein bnrcfr bie hte JDiScerption bie beiben Steile- 

k-(h-i) k-h k-(h-i) 

k{k-i).. f (k-(Ii.a)) r »g 1 = k(k-i)..(k-(h-i)).*§ 1 +,k{k-i)..k-(M ,ll 8 I 



** * 



V » 

ehalten fcabeti, wobei man bie %actm*,> mit fie.jtfetyfaQt' fimlt&tm fmb, burcb 
.*>öS Setzen ^ attfbrfitfen faw, fo ba£ biefe .beiben S£^eile aud[> fo bargejiefft wer* 
X>eri firmen j^ J ••*/,_ . 

^:;r- s-.i-: Vi k^r)* : & * k-ii " " i-i V-(k-x) . 

.. Sft enbli# k=?h-i, alfo hr=i+r,'fp ijl. fcw erjie' biefcr totben .alerte ' 

ber jweitf t£ ' ' # ' r' - ' > ,. 

•k' " ' : ' J r k "' *' " ■ ' ' * ' 

k #; ■-■'ff* « k «K * -jf^iift. < 

9D|an/6at bafcer: ' 

£urc& SMScerption ber-<mbern partietfen SiecurftpnSformel ftnbet man: 

; k . k k-x 

femer: •/''■■ 

. k k k-i 

dtfo i«fr(i ! : ; . ", 

kv k-i k^i kri ' ' k 

SJtan wirb bei ber htm ®i$cerption auf bie beiben Steife: 
gefommen fe^« , welche ^d) int 

»erwanbeln, wenn man h = n-(k-i) fe^t, &«wi efi ijl *ffi = o. 

20- 



• m 



154 ©«fler 2C&f<$nitt. 

STOan $ät ba&er folgenbe Zotalrecurfiont formet: 

k ' k-I k-i k-I k-I 

Serlegt man aber iebeJmat ben SE&etf ber partfetten 3kcuritonJformeI, toefc&et 
ben gactor k entydlt, fo \)at man : 

' k-I k-I , k-ü 

k,- 1 ^ 1 = k. n - a $ + k(k.i), Ä - a ^ 1 ' 

ferner: 

k-2 k-a k-3 

k(k.i). a ^- 1 = kCk.i). n * 3 g" t + k(k.i)(k- 3 ). n - 3 §- 1 
alfo ftnbet man jnerji: 

U" 1 = ""'g' 1 + k.-%-" + t(k-0."- 3 g^ 
£ie hte Drteerption wirb bie beiben Steife : 

k~(h-l) k-k 

k(k-i)...(k-(h-2)). ,l " h g" 1 + k(k-i)...(k-(h-i)), ,, - h g" 1 
barbieten, mlfyt man aud? folgenbermaajien barfletten fann: 

k-i k-vh-i) h k-k 

k<fc-I n-kCfc-i j_.k^-I n-hrfc-l 

3ji h =s k , fo finbet man tiefe beiben Zueile : 

weil 3T X = i ## tmb man fat ba&er fotgenbe 2otafcecurfton<formel: 

k k I k-i k-i k-(h-i) k 

"3" 1 - '-'fr 1 + k 8". In ' a 5" I; ' + k 5" In " h tf" t -• + k S"' 

©efct matt in fcer StecutjtonJfermel : 

k k-i k 

»g 1 = k.»g' + -'g' 

fftt n b«n 9B<rty i, fo fat man: . 

k k-« 

Ö — k * "O » 



Sßua fce» . Qracn'tt&ten ic. 
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»eK °^ x =*k> ijf. Statt tji 4bt* l ffi b« ?towtutatton«jabl be« kren ©robeS, 



i . 



treibe wir föonfrfi&er tat# p (ingebeutet fcaben, man W bafcer unter Wefen 3afrfen 
bie Stecurßon : 

k k-I 

P =^ k * p 
er|le$ S3etfptel 4>on einer partiellen flfecurfltonSformet , welche ein getoiffeS ©lieb nur 

au« 'einem, au* Um nSc&ffoor&erge&enben abjuteiten le&rt. 

Ttufy biefe Steatrjteft fann DofljWnbig gemalt werben, wenn man fegt: 

t " , * k-x k-i 

P = (k-0-p + p 

Denn e* ifl alSbann nad) twirenbeter $igcerptu>n : 

k k-I ' ■ k-2 l-h a I 

. P = Ck-Op + (k-2)p -f ,... + (tr-h)^P *•• .+ »P + i-P + i / 
Gin jn)ei(e? SBeifyiel einer folgen Stecurffon geben bfe ^Potenjen mit ganjen 

pofUfoen ©rpwientcn, benn e$ ip: 



alfo'aud^: 



r 



a = a.a 



a * ±= (ä-i),a*- x + a n ~ x 



» / 



unb man ftnbet naefc aeHenbeter £i?cerption: 

* 

*• I ■ • 

röeMbe 9J«curfton8formcl für a = a no$ bebeutenb »mfttfac&t wirb: 

2° = 2«" 1 + 2"""' '••• +'2"* - + 2 1 + 2° + i. 



* * 



geftimmuna ber *n*a$l tat formen/ toeUfte.bet ben wtytoetten comMnatoriföett Operation« 

hervorgehen mäflftfm 

>: 9tad& biefen fBetrac&tungen fiber bie gacultdten finb nrir im ©tanbe, bie Tfn* 
jabt ber Sontplerionen , welche bei ben eombinatorifc&ett Operationen fuccefftt) erjeugt 
Werben, b^ne bie Operation felbff ju t>ollfü&ren, aor&er ju beflimmen. 
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etfket«. Wf Quitt, 



Set ben ^ermutattonen famen wir auf bfe 8?ecut(!ott8forrael : ( .!, 

- Pc.-.v,] = x.P[^] ; + ..i'+fc.'^i •;:!;■ +VP[^, "" 

m<ott8?wwtoi We ©liebten Snbegn'ff alltr #ermtrt«tfottffottnm aud bett *m 
f d^tebetten eiementen i, 2 .♦. n, unter benen aber baS^te fe&lt, unb benen ftöttttüfr 
biefeö hte Clement »orgefefct iji, anjetgt gebe« ©Heb biefer Stecurfton t)*t gleu&t>iel 
gormen, ndmltd&'fo Diel, al* ftdfr aus h- 1 n>irf It df) - t>erf d)tebenen Elementen jrjettgen 

raffen. 85ejeid&nen »fr nun bie Änja&l aller gormen, weld&e P[i„ö] in j^ 
fcfrlieft, mit SPc*-»]* f* # bfe ÄwW berienigeit gotmenf »tfcfciebeS ©Beb 

ber »ecurfton in fi$ begreift, ±= SP [r-(n-i)3r «*b ba biefer ©lieber n t>or* 
Rauben ftnb, fo bat man: < 1 

SPti-.P] = n.SP[i..(n-0] r 
SBir babert alfo eine tecurrirenbe Jftejiebung unter ben gefugten 3aj>len , bie 



o*:3«."j. 



fnUepenberite Siegel *er (Srjeugung • folgt }tet 'fc&on t>on fettft, xbtf wir attefc früher 
(§• 12) geftyen fcaben, allein wir umgingen babei ben <3t$Iufr btt 3J>ettfU<$t jweier 

SJecurftonen, ob er gtetcfc in Wr Ableitung »erjiedft tag* ©0 wie SP[i..n] 



n- 1 



recurrirt au$ p, benn e* tfh p = h,& unb folgii# fat man, na$bem bie Gon* 
t üante ju « frinaugeffigt ijl: , ., : ... , > ... , . t . v/ 4 ,. t J 

SPCl..n] - =: + h , 

. * « — 

Um bie Gonjtante, h, ju bestimmen, bewerfen wir, baß für 11 = 1, 

SP[0 = f *ft SR«» N baber 1 J h = 1, woraus hWo folgt, ba t mtr * = ][ 
feipn farnn SRait&at ba&er, wie wir f$on 1 oben fanben: 

SP[r..o]=-J 

SBie frfr bie Änja&l ber gönnen ableiten läßt, wo ft$ unter ben Elementen 
gleite befinben, fraben wir gleidj>faH$ föon im §♦ 12 gefe$*n, utü gefunbert, ba^ 



n 
P. 



tiefe 3afcl, wenn flty unter ben p ©erneuten r gleite befanben, = - fe^. jSBfr 

.*' ....... t .j • _ p t - ; r; 

tonnen, ber 83ejeid&nung ber $otenjen analog, benötuefc 7 bur$ ^ anbeuten ; fo, 



\ 






J. L*^ 



I ., 



9$ <wt bt$ % « c ntt&ten u. 
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i 



» .1 



:-&< 



/ * » 



bof offo *• = p ' }. f 3««« ftn&f 5emfiän<i|iW ff« H* '«^" $«wmttotfon3formen, 

tie fEcfc au« n glementen, wpruhter f5c^> r gleite ber einen $b\)t, h $ldcbe einer 
anbeut $ty*f4tf!iitat 4 fo , baf)aBfe ibrigett 4?t(i:+6) xmxlTvt) *erf$teben w>n ein* 

anber ftnb,, = p* p* p. u. (• »•' 

Unter öcn Sombinatfaten an ## bei: ttetbtfener 25je,ber&olbarfeit ber Elemente 






>U 



fanben wir folgenbe Slecurftonöformel: 

k k-x 



• * > i 



' 1 ' ' f 3'! 
k 



M 



r> -. *< 



i/ 



CV-n] = Ctx..(n-i)J.n + . Crfr -•&-*) 3 



c 



•*". 



imb manfat bafcer, wem* S Cfr .**! btc Änjh^t ajjfer formen wn C £* • • «1. 
bebrütet: - . * \ 

k k-i • V, • - k 

k • ' {: - k 

ober »enn man jlatt S C % -[* .v*] .tsKi fefifter 8tt*überfe$enbe 3ei#e» ;n A 8*broud;t: 

• * 

®am auf Mefelbe Art »firbenauc^ bie $amlt$u£ ,mit .ber ©ifferen* Vi jrecnrriren, 
wenn niefct in bem erjft» ©liebe *er -atecurftOnSfcalt ' r bef gaetbr k i<ffoblt$ wäre. 



_v 



2>totbirt man aber alle ©lieber biefer ©Ipcfcuhg jmrä&' pr der tonttipücirt fte mit 

-k ' 



kr-I 



'-k n-IÄ-l 



tmb te biefer SJecurpon flrtb ble /©lieber äü8 n imb k auf Wefetbe %xt jufammenge* 
fitt, ^tole : *M#- tfo* o&tA'^fuHbetittt #teatrfloii»fdniitf r *«* -man %*t ' t«be* ' wegen ber 
SbentWt berfelben: .-<:•;•'■ 



i. 
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(Stftex Zbfänitt. 



wo bie beiben Conjtanten g ünb h nod) ju bejttmmen übrig jtnb. 

gfir k = i ijl SCTft-n] =rn, kenn CT [1..11] jteBt [ebe* ber*lfn* 
Seinen n Stemmte als Sonn bar. SRarr fat bafcer: 

* ■ • * 

woraus folgt, baß fowoftt h, atö g = o fepn mu|L 
68 iftafyo aUgernem* 

SC[r..nj = ^-g- 
3. 83* 

SC[... 6 i = ;? 5 #-=ii| =I „. 
" ''•SCV..'5] r =;» s §-' = ^ = ' I „. V 

... . sc: [1 ..8,= -«r = ^«. = ' 6 . 

z 



= '5- 



r. 



* • * • • ♦ 



»'. -i.'J. 



SCci..6] = - 6 6 &" = 6 - 5 - 4 - 5 - 3 - 1 _ r 

J P • tJ 1.2.5.4.5.6 — '• 

' ' J p- «3 — j:a.a.4.-r-.35«.-. ; ; . ... 

Sei Setv^fttttd bet Gornfttnatfonttt ba ^efiattctfc ©ieb«&oft*tWt b*c <2l*= 
aent« eruierten wir folgenbe partielle J9t«curftondformel : 



SBon ben ftaculthttn ic. 159 

k k-i . k 

k 

man &at ba&er unter ten~ Satyrn, S Ct*-«] folgenbe reeurrirenbe Sejie^ung: 

k - ; k-r k 

SC[i.-«"] = S-C[i..n]+ SC[l.(a-i)] 
k k 

ober, wenn man ftatt SCbaft uberftc&tlid&ere 3eic$en U A gebrauchen »iO, 

k k-i k 

; *A = ' A + Ä ' X A 

9Rit biefer 9tecurfton würbe tie für bie fjaatftdten mit ber ©ifferenj i , nämliefr : 

tbentifö fepn, wenn in i&r nid)i ber Factor k bat eipe ©lieb behaftete, ©toibirt 

- k **' •" : 

man äUx jebe« ©lieb mit p, fo ift: 

k 

eine SReairft onSformel , weld&e mit ber für S C [!••»] ibentifdfr fjh SBan $at bafcer, 
wenn man bie Gonjtanfen ftngirt: 

8C[... D ] = - (k ; h !" t i 

k 
gfir k = i ifl S CC^.n] = n 
folflli# 

worau«, wie oben, folgt, baf fowo^t h als g=o ift, unb man $at ba$er allgemein: 

SCci..»]-^"^'- 

welche« Refuftat mit bem früher gefunbenen bis auf bie £>ifferenj erojifmmig iß* 



i 
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€tfc¥ t! ,3ftftyjnm« 



5- 



/ \ 



3* »♦ @* ffl: 



SCI*..* = ;>'& = <£ = „. 
S Ca, « = ;» 4'. = So ■ 

scw =-rk = mm=- 

SDic J8etra#tung bet Ähjafcl ber Kombinationen gu befhmmten Summe;» fu^rt, 
befonber* wenn man ba* mebtisfte Clement atigemein eine ptfitint &tv . n$atiw 
3a&l f erläßt, jv f*$r; teroüf eften Uitferfud&ungen , welche frier nufrt an ifrrem Orte 
fepnbfirften. 

3Me Sartattonen tettoten un§ auf folginte SRecurfionSformel : 

k k-*{ i; ; • • k-Jl k-l 

V[i.#n] == i.V[i*.n] + «.* + h. Vtlr 11 ^- 4* **• VC 1 «* 11 ] 
SKati frat bafrer: 

k k-X'- Jc-i - . k-i • 

SViim»] = SV[i..»o •♦• + SVti-«]- ,+ SV[i..n] . 

3ebe$ ber ©Hebet btefer Steairflonöformel , beren uber&aupi n aorfranben ftob, jieDt 
^biefelbe 3a$I t>or, unb man frat bafrer: 

k k-i t 

SV[ImU] = n, S V[i..n] 

2tber auf bitfdbe %xt recurrtrt auc& bie $ofenj ber Safl» n mit bem ©rponätten k, 
benn e* ifl: 



j 



imb man bat bafrer .allgemein: 



n k Ä a.n k - x 



k*. 



SV[i.n]= (n + g) k * h , 



SQon beb grucatti,**» ic* 
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Um bie fceiben @onjl<mten g unb b jit beftimmen , #fee man k = i , • uobimfe 



S V[i..o] = n wirb, fo &oi m*n: .- 

» * « » * • 

(n + g) fc + I = u 
worauf e$efiet,.;4tj* & unb h 



.-** 



* i f i 



q tfnb, fo, bü# man alfa erfolft: 



*. 



3.«. 66 tjl: < 

SV[I| 2] = 2* = 8* 

4 j . 

3 

SVl«..4] =4 3 =^4." 



I • » 



- .t 



T «• 



t. 4 •+ 



f % .•■ .'. i:-'J Hm jis'I 

SV[i..5] = 5 3 = "5- 
jdißgiq b/e Stei^m/nid^t äffe gleitet ©emente,;fi>, ,bqfji aagemdn bie erfle 

a, bie swii^ar bte «te *^fw^f .J^r,,, JMfc'.anl §♦ 38 *». tag man, 
um bie CariationJfotmen au* ben u Steigen )u ermatten , jeber bcr SBatiartoftSformen, 
we^eÄUÄien frt&erert n-i Slet^eti : etjctigt' |THb r iebtf ©Temtftt htt ute» SRei^Mtffögen 
mttfr, begegnet man ba^er Sie 2faja&l äffet formen at)S ben, et|ten,n-i SJeiften toinfr 

A,. Matnwn: . 



* / 



n-I 



» • 



• ■■'•'■-A^iA.. . 

»elc&e SlecurffonSformel wiebet mit ber für bie f>ermutation*ja&lett ibentifcfc iji, nur 



* .! 



I 3 



fo, baß bie fuccefftoeit 'gactotetf ^ter ttii^t "i, a ... , fonbern a, a ... ffob. 25(e 



* .1 



n 



Gonftante benimmt ftcfc £ier = o, bennman $at ffo n == i/rA = [ 



(.- 
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'■ <£xft<t 3C&f<$nitt. 



k k-l k-l k-l 

D A = -\A + B ' a A ... + v k 



www« a = *:...:. 

3. 83. »eftfct bte-etfte 9?etye 3, bte »wette 2, bte brttte 2 (Elemente, fo ijt 
bie Xnja^I aller formen = 3.2.2 = 12» Jtdme baju ttod^ eine Clementenretye wn 
4 Elementen , fo rotte bte Änjaljl attet 89artation*formeti = 3« 2. 9*4 2 4g u. f. » 

£te JBartattonen ju bestimmten Summen tyaben unter fkb, wenn ba* nie- 
brfgjte Clement = 1 tjt, folgenbe Wecurffon: 

folglicb b«t man : 2 ' 

.S-Vci..] = S- x Vt«..i + ..*+^ fc Vci. , 4...V*S^- , Vti..]. 

ober wenn man ft<& einfacherer 3ticben bebi<nt:_ 

k-i k-x 

jBL t" •♦• T * Am 

SBir fanben aber unter ben gacultfon mit ber iDtffercnj - 1 bte recurrirenbe 
k k-.i k-x k-i ..; , ...k.-X 

unb tiefe SReäirftonftfermet würbe mit ber obigen tbettttfö feyn, town rn^t in bent 

L ♦ r 

. /- »V • ■ « « 1 # . 1 

XuSbrucfe "^f' 1 ber factot x i*or$«ifrai • »ta. , SRuftipficirt man jebo# , iebe* 
©K«t> mlt'p^V er^tt wart: '" .' '' '''•' '" '".- •" '" 

-;•$- = ■»■«•■ l fr'-...+- { i- ,) .'" fc 8" 1 -» +'%" ) . kI 8 il 

eine 9iecutfton8formef> welche mit ber obigen öoHfommen etnjKmmtg ift, fo , baß man 
berechtigt ifl, su f fliegen, e8 fei? : 

• -A = S n Vc'-»] = "T! "H? 1 - 

3ur Sejiimmung ber beiben Gonjtanten g unb h fegen wir k = i, woraud 

k - 

S n V[t-] = 1 folgt/ unb man $at atfo: 



3$*n;i>ett &actitt&ien tc. 
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Soßen biefe betben gfacuZtöten für jcben SBert^ ber #au#gr6ße n gleich fepn, fo 
mfiffen i&re Cjrponenten ju a »erbend "»orau^ti =— i folgt. . SRafo f 6nnte bie 

gacultdt I ^ 1 du* .*= hiI gf" I 'fe^n l .wl*e mit »fsffi 1 gleite Sifferettj unb 
gleite (ftponenten fcat, unb hieraus würbe folgen, baß au# bie S3afen gWcfr fct)ti 
mähten, allein auf fc'er /QUufcung fe^i^-a+Ä *aw fo twnfg fa, nocfc g als 
Gonjtaitte bejiimmt werben, weil in tyren ftrtbrficfen bie $auptgr&#e n enttyat* 
Un wäre. . ,. 

Um nun audjj bie anbere ßonfiaftte, g, ja beterminfren , fe|ett wir in bem 

*u*brutfe: , : .-.,....- 

» '. . , . . ' . . . / 

für a ben SBertfc k, worauf o 11 V ('••] = * »«*# ^bem V [i* J nur bie eine 
gorro i k twrbietet« Sji «bar , : 

' " ( p* I) . k+8 5' I = » o*t 

fo folgt tferaii*/ ba in beiben $*cultften fowo&l bie ©ifferenj, M audf) ber €jrpo* 
nent einerlei tji, baß au4) bie SBafcn glei$ fe^n muffen, woraus k+g = k-i ober 
g = - i folgt. SRan.&at batyer: 

s-vci..].j-- (k , : . ,) -*" , gr i . * 

3. 85. '••.._ ' 

S 6 Vrc] = p -! 5 # l = M = ^ 



v 
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■ 

©oO 6«i bot BartationSformett ju b«#immt<n Gummen ba« nftbrigffe Sie* 
ment bd^enfge fegn, teffen ^nber o ifl, fo bat man ble »«utpott«fotmet. 

-V[o..] = -Vto..]- + ■■tvW.. +:.vto..] 

fo, baß affo: 

k k 

ober wenn man ftcfr gut Unteren ttebcrftcfrt ftatt S n Vfo..] be* 3et*en* ^A 
'bebunt, ijl: 

k k-i k-l k-t k-i k-i 

*A = u A + '-'A..- + *; h A ••• + X A + °A. 

9Ran fcat aber bie JRecurfionSfermef: 



$ 



k-i 

ob» wenn jebe* ©lieb burtb p bfoj&irt »ftb : 

;*•#' = -%-> «$ ...-+ -*<y*> --^ ;.. + ; V>$< 

trnb man fcat batyer; 

-A = S n Vto..] = -^>.-+^ 

k 

gut n = o 1)at man S'AjTlPv] ^ *' '** '• 

k+h 

k+h * k+h 



&on ben ftacuU&ten ic. 
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woran* folg*, baf g = i ift, benn ba in beiben gacultdten JBiffermj imb Sjrponent 
einerlei ijl , fo muffen e* auefc bfe Safen fyn. Gefct man mm femer t« ; 

S n Vco..] = -<h»o »ti$i 

k 
ffit k ben gftrty i» f» # S*V [o..] = i, anb ta&er 



'# 



.tigi = *+' = y 

$a ^tcr wieber jwei $acult4ten gleich feyn f ollen, u>el$e wfc&iebene IBafen 
faben, fo muffen tyre Crponenten = o fepn, woran* man h = -i ffnbet, fo, 
baf alfo: 

s-Vto..] == •^»•♦'flp- 

'«♦Wo -;•/♦•- s -* ■ 

S»Vto..i = ;» ■•$• = „,. 

Sei ber Crjeugung aller 83ariatton*formen , welc&e jn einer bestimmten 
Summe fiebrig ju allen Klaffen gebilbet »erben f Annen , leiteten n>tr folgenbe 8te 
curftoitfformel ab : 

«Ran fyrt «flo.: 



» > 
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9lim ift aber: 

2 n = 2 DI + 2 n " 3 — + 2": h - + 2° + i 

eine 3ieairfion8formel, roelc&e unUx tiefer gorm mit ber obigen nicfrt tbettttfc^ fepn 
fann, weil fic n-f i ©lieber ent^dU, wtyrenb jene nur n frefät. JDiefem Um- 
ftanbe iji aber abju&eifen/ wenn man nur jlatt n ben SBert& n - i fegt, »obunfr fie 

mix*, tmb iefet ift fie nutber ffit S n V[i--] eottfontmen einßtmmtg, fo, baß affo 

S'Vci..] =•■"*• 

gör u = i ijl S" V [i . . ] ss i , folaUtb 

a s = i # b. f). g = o, unb ba^er 



3. e. 



S 7 Vc'..] = 2* = 64. 

S 5 V[I..] = 2 4 = 16, • 



- /• 



t. 



/ 

I 



3»eitet 2( t> f d> n i 1 1. 



2fmt>enbttngen bet (SomfcfnationSfe&re auf einige einfache 

#ätte ber ^Sa^rf^cinli^feitöce^nun^ 



S. 51. 

Begriff von *Babrf<beintt$*fft trat *Ba$rf<$efotf<$rettare$nuft9. ' . 

•wa, too auf eine ober bte anbete SBeife mebrere $&IU bworge&en , fo, baß bab$i 
ber 3ufaU jeben berfelben erjeugt, ba fann man einen folgen Sali nicbt «orber 
bejftmmen, gerate weil er jufättig ifl; allem e* ifi immer möglieb, bie SBabrföein* 
liebfett anjugeben , baß ft# ein gewiffer ffall unter- mehreren ber ÄnjabI nacb bekann- 
ten ftdtten ereigne. 

Die grage, ob überhaupt 3ufatt jf att finbe, ober ob alle«, wa* geföiebet, 
na# iejKmmten, obgleich bem unwUfommenen menfcblicben ©eifle nid)t bekannten 
Staturgefefeen ftcfr ereignet, gebart nicbt Berber* <£* Mßt jttfr nidfrt läugnen, baß et 
tnele gtebt, welche bem anfalle gern alle* jitfdjreiben mieten, viele aber au$, welche 
mit bem Sorte SRaturgefeg gtoßen SRißbraucb treiben. Uni ffimmertr ba* bier ttitbt, 
tofe fagen, baf einen ttmftanb, toelcber ftcb ereignet, fo, baß fftb gar fein ©runb 

* 

einteilen Ußt, warum ni#t eben fo gut ein atiberer eingetroffen ift, 
ber 3ttfüll erjeugt )af>e. • . . , 

£>ie ©abrfcbeinltcbfett, baß unter mehreren Sdllejt, bie fi<b 
ereignen f Annen, einer ober einige oon benen eintraten, bie man er; 
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wartet, wirb erfannt, »cnn man bie Knjabl biefer ganfligen gJU« 
mit De« aller m6glid)en »ergleic&t. 2>ie 8Babrfcbeinli*feit fjt ba&er ba* »er» 
firniß jweier 3abten, unb <tffo »ieber eine unbenannte SaffU 

©int» alfo ubec&aupt n JftOe tn6gli$ , unter bencn fty k g&njrige ober fplc&e 
befroben-, bie man erwartet, fo iff bie SBabrf^infobfeit , baf ft$ einer biefer gfin* 
fügen gdUe ereignet, ober tag ein gatt, welcher eintreten rauf, einer ber er»fofa)fen 

k gdOe ijl, = -£. 

- 2>ie 3ablk fann nie großer fe9n,"a« n, unb baber ijl bie «Babrföeinlitb* 
feit jeberjeit ein e^ter »ru#. «5emt aber unter n giBen k gfinflige jinb , f© befüt* 
ben ji* barunter n-k ungunjlige, unb bie ffia&rföeinltc&f eit, baf einer biefer ungfin» 
jKgen giUe eintritt, ober bie Un wabrftfreinli* feit, . ba£ ein gutrjKger ft$ er» 

eignet, ijl = ^» »«**«* «»* ieberjeit ein e#ter »rud) ijl. 
<g$ ijl aber: 



id; n 



folgli* ijl immer fB8a^rf*« nli * Wt untf ttnwafcrfc&eiiitofrfeit bet ©nbeit gleich 

Sc gr&ßer k, ober je Heiner n wirb, beflo griger wirb ber fßtuQ ^ 
ober bie SBabrföeinlic&feit. 2>a aber k, wenn e« junimmt, &6cfrjten$ = n ober n, 
wenn e« abnimmt, &6<frjien$ = k werben fann, unb alSbann alle Jtftte gänftig 
finb, fo folgt, baß bie SBa&rfc&einlic&f eit, wetd;e = i ijl, in ©ewi^eit fiberge&e, 
in welkem. 8faHe bir Unwa&rfcfceinlic&Feit = o ijl* 

3e grftjfcr n, ober ie «einer k ijl, beflo «einer wirb ber SSrutfr ^ ober bie 
«Ja^rf^nlic^it €8 fann aber k nufrt «einer alt o werben, wtyrenb n jete 
: ©r*ge errck&en «**»• 3m erjlen gaße ijl bie SBa$rfdf>einli*feit = o, bie Hnwa$r* 
föe*nK#fett alfo = x f foanbept ntyett fufr bie aBa&rfc&eittliftfeit bepr 3u|tanbe q, 
ctffp bie Unw4rfd)einlic^eit berlSin^it immer me^r, j>feglei$ weber bie eine, no# 
bie ^ibere %c ©rettje je .erregt gur k = o ge}et alfo. bie U»»alw:f^in(i^I!e(t 
in ©ewiffyeit Aber; ijl aber n fe&t groß gegen k, fo ijl immer no$ äBa$rf$eiititi 
Dor$anben f obgleich jieje&r gering ifl, unb fo «ein gemalt werben fann 
tnan wiO» , 



^a^rfd?eittnd;fcit«i!e$tuing* 
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SBabrfcfreinlU&Teit imb Utroa$tförfn(f<}fett ftnb alfo immer jwifc&en o tmb 



, y 



e «trotten. •> r - 

ßerfllefc&t m<m bte 8Babffe$efnli<$feit mit bet Umwtytftyet'nlK&feit, ober | 

mit — - , fo entfielt bet ejcponent -\ » b. &. ba* SJetbätniß bet SBa&rfd&«intt<&* 

feit jut Unwa&tföeinlic&fett ijl »a« ber 2foja&l bet giinftigen gdtte ju bet bet im* 
gftnjligen. 

©ie Äet^obe, be( gewiffen (Belegenbetten, bei welken fi$ 
.mehrere gdlU eteignen finnen, bie <3t6ße bet SBabtfcbetnlicbfeit 
ju' befummelt, ba'f fieb ei» g-enuffet pbet me^tete ge»iffe tiefer Jfdtle 
bot anbetn ereignen, tjeißt SBafctft&einlic&fettötecbnang. 



Ser<4ntm$ bet gBa$rftycü; tiefet ten bei Cpfcleit/ 

3(n* bem S3otberge$enben iji nun flat, »ad man unter SBafyrfd;einlid>fett bei 
Spielen ju wjie&en babe. .^lle, Spiele, bei benen^nut bet 3ufaH ^erfd^t, beißen 
£ajatbfpiele* SRan fefet auf einen gewiffen $faß, von bem man ^pfft # baß et 
eintreffen werbe, einen gewiffen $retl, unb er&<Slt einen ©ewinn, wenn tiefe £off* 
nung erfüllt wirb.' SDiefer ©ewinn mu$- jtcb aber natfr t er SBöf)r f d?einlid)?ek , baß 
tiefet Sau eintteten wttb, unb nacb bem (Sinfafce rieten, unb groat muff ftcb ber 
ßtlligtett gemdft bet Ginfafe ju bem ©ewinne »erhalten, wie bie 
SBa$tfcbeinli$ttit jur Unwabtfd&etnlit&feit, ober wie k ju n-k # benn 
bet ®pitUx $at k, bet, welker ben ®ewinn bejahen fott, n-k 

8<We fftT.fi*- Sjt ba$et ± bie SSabtföeinlic&f eit , alfo — bie Unwabtföein; 

Hc^feit, A bet Ctnfafc unb B ber ©ewinn, fo mu§: 

A _ k 



B 



u-k 



fetjn. 



2B(r wollen biefe* juetfi auf ba« SBfitfelfoiel anwenben. 
Um juetfi ju etfotföen, wie biet betriebene äButfe allgemein mit n SBür- 

22 
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1 

fe(n mJglicft pnt> f fo ift hat, tag jujebem Surfe jeber Sürfel eine feiner 6 Seiten 
barbietet, bafr alfo alle miglicfren SQBürfe nic&t« anber«, als ber Snbegriff aller Ca* 
riatton8formen ffob, bte ftcfr aju* n Steigen , tio&on iebe 6 Elemente entölt, erjeugen 
laffen, tutb baß enblicfc bte Änjafct affer mitfityn Surfe 

n 

ifr ($• 50-) 

Soffte man alle tiefe Surfe wfafltcfr barfteffen, fo mußte man bie 83a* 

riatiqnSformen bilben, bie 4U6 ben dementen i , % ♦ . 6 gut klaffe n mdgltcfc finb, 

adeln ba alle biefe n Keinen tu £inftcf>t auf tyre (Elemente (bertttf^ ßnb, fo w* 

n n 

wanbelt fid^V[r..6] in p Qli.,(>] (§. 36.) unb man $at ba&er nur nityift* «D* 
GombmationSformen au« 6 Elementen gut Jtlaffe n )u erzeugen, unb jebe fo feiet* 
mal ju nehmen, aW ftd^ tyre (Slemente wfefcen laffen. . 

©offen nun g. »♦ bon ben 6* miglic&en Surfen biejenigen M bte gunjiigen 
angefetyen werben, welche gleite 2Cugen babejj, alfo entweber n Stufen, n 3meien, 

u. f. n>. , fo ffob ber gfinfh'gen %&üt 6, »<i&renb alfo ber ungänjHgen 6 U — 6 fivb , bte 
SBabrf<bein«cbfeit «fr alfo = ^ = -^77 . W« Un»abrf(beinli<&fett = Sil! 

= , ' unb ba« S3erb<$tmifl ber SSabrfc&einlfcbf eit . jur Un»abrf<beinKcbfeit 

5 r" ' 



^ # • • 

OSetttft j. 8. jemanb , baß er tfitt jttxi SBftrfeln jwei gleite Äugen »wrfen 
werbe, «nb feftt barauf ben <Sinfa| t>on 4 #C, fo muß l«fr biefer ju bem ©twinne 
wbalten wie 1 ju 5, ba biet u = 3 ift. Gebeutet alfo x ben ©ereimi, fo ifc 

i|i£ a i alfo x = ao m- 
Spielt man mit 3 8}urfefa, unb ;6e&4tt obigen €tnfa& bei, fo fit ba« »etbiünif 
ber SBabrfcbeinlitf tit $ur UnwabrfäeinHcbfeit = ~ = ± , unb ba$er, wenn 
x ber ©ewinn ift, 



^Ba^tfd^ciiiU^feitdre^nung. ' 
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fW. ~ 



= 53 ttffo x "— 35- 4 #C = 5 »ff ™>1K- 

* « 

JBebiente man ftcfc 6 SBßrfel, fo ij! bei bemfelben Cinfafce, 

~? = 6^1 al f° x = 7775- 4 m = 1295 *@ 20 «. 
©oH nur in bem Sade gewonnen werben, wenn t>on ben 6 SBurfen, bie gleiche 

•• . - 1 ' 

Äugen ftabett, ein geuuffet eintritt, fe ift We SBatyrföewlicbJeit es ~ unbalfobaS 

6 ' 



- I 



Stielt man 



SrftyUtaiff ber 8Ba&rfä>einlic&!eit jür Unwahr föeinßc&fcit = r: 

ba&er mifj 4 «BfirfWn, unb ijl ber dinfafc = 4 J0t, fo ijl: 

4 99C * ^— 1 

"IT" — 6" x -* ""> 

folgltdjj tfl ber @eu>imt 

x = 1295. 4 UC = 515 v$ 20 #t 
unb bergleid)«t- - 

3>a aDe auf tiefe 2frt entf!e$enben SBärfe nu&t« anberS, aB Gomfo'nation** 
formen bei gematteter SBteberfcollarfett ftnb, bte fttjrait* ben Elementen bitten (äffen, 
fo ( tag fete fo oft wnrÄmmt, wie fi# ifa* ttantnte »etjVfcen taffeit, fo folgt, baß 
ein jeber einjclnet SBnrf fo oft »orfommen tann, al$ bte Äugen, welche tyn bitten, 
permutitt wetten fönnem Sitt ba$tt ein getoiffer SBurf aorgeförieben unb «erlangt 
man bfe £Mrf4ei*iIi$fett, baß er eintreffe, ju bejh'mmen, fo vergleiche man tie 

$ermutation*ja(t p mft 6 n , toiff man ba* Ber^ättnifl ber SEBa^rf^elnli^feit ^ur 

ttnwa^rf<^ein(t(^(eit »iffen, fo »erglei^e man p mit 6 B — p. 

.3. IB. 2Me ®a&rf<&ewilt<frfe»t, baß man mit 4 SBurf ein b<» Surf 1 356 
»erf« y tjl ^ = ^ = ~ unb ba* ©cr^dltnif .txr SBabrföemlicbfctt }w Un= 

»abrföeüu*i<&feit i£ j^ = 55., .benn bte Xnaa&l ber gunjKgen SBürfe ijl 
«1,3.34 =»«+.; ©oU mit 4. Sfirfela ber SBurf 1223 «rtffe&eti, fo ffnb ber 
gfhtfiigcn-gaae ±1 *~f^ = ia, bit «a$rf<freta«<bWt = £ ' =s ^ utfr ba* 

»ftb&tmf bet 3Ba&tf<bewIi4>fcit jur Un»ab>f#entli<&t«t = -L. Sott gtfo auf 



/ 
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biffen Surf b« einfofc »on 4 9K 8«f«|t wert«, unb ffr x ber <3e»fon, fo i(t: 
1S& =s -i- alfo x =^ 107. 4 »C= 17 *& ao »t 

/ 

U. f. W. 

3e gripct bafcee bie f>ermutation*ja$l ifi, beflo grifler wirb bie SBa$rfdfrein* 
lic&feit bei berfelben Snjafcl ton SBfirfeto, unb fte ifi ba&er am gripeften, wenn alle 
Äugen wföieben t>ofi einerntet ffnb , bei welket SJorauSfefeung freiließ nur 6 «for* 

fei angenommen wetten ttnnen. tfWbann ift bie SBa&rfc&einlic&feit = ''*!<_' 6 
' == 4665T = "35" «»*.*•* »etWttntfl ber »a&rföetnfofrfeit jur Unwafctf*««* 
iiebfett = 22 — J™- = JL 

y 46656 - 7ao 45g36 3ig 

©oH ba&er ber f)rei* wn 4 7K gefegt werben, fo iff , wenn x ben ©ewiftn 

bebeutet: 

*? = 4 atf0 x - ?• 4 »t = 10 ^ 15 »C *t &. 

SBenn eS mehrere (Gelegenheiten giebt , wobei »erföiebene #KR bettorgefren, 
unb e* beftnben ftc& bei ieber ©elegen&eit gnnfiige unb ungfinffge gJSe, fo tfft ftdfr 
bie SBa&rf^rintufcfeit, baf jebe Qelegenba't gu gleicher 3eit einen günftfgen galt ^et* 
- vorbringt , leidet beregnen. Sei ber erßen ©elegen&eit mJgen a gfdUe , bei ber jwei* 
ten b, allgemein bei ber nten n gdfle fiberbauptt mftglig fepn. Sei ieber ©elegem 
beit ge&et jur 3eit ein $aH frerbor, Jebe bietet jebeSmal einen Saß bar, unb büfe* 
fann alfo auf fo *iele »ergebene Arten gefc&e&cn, alt ftcfr »ariationSformen auf 
ben n Steiben t>on dementen, beren flnja&t iebocfr nity in ieber Steige gleich ifi, 
bifben laffen. £>ie 3afcl aller biefer Jfofmen ifi aber = a.b.c..n t§. 50.) unb ba*' 
$er ftnb überhaupt a.b.c.n %iUt m£gti$. Unter a migen nun «, unter b, 8, 
unb allgemein unter n , 9 günftige gdße fe$n. ©ott nun ein gfinftiger JJaH im ©am 
jen Verborgenen, ober foll jebe ©elegen&eit einen i&rer günfüge« Jjtflle barbieten, fo 
fann biefrt wieber auf fo m'efe berf^lebent Arten gefcfa&en, Ate ft<& »ariationaforme« 
au$ ben n Steigen ber günfligen %iüe ableiten faffen f welkes aber t.ß.y..? mal 
gefdjefcen fann. 

SBenn ba&er fibefyaut>t a.b.c..n m5gli$e, tmb baruntek *J.y..p gunfh'ge 
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g<Jffe »orfanben ffnfr, fo ift ' feie SBa$vf$etnlt<|feit, faf efn gewtffw |«t>orü,e&enb« 
g«tt ein 'tfafflgcr fjt, = *£*^i» — * fi r. * 



a» b« Ct. , n 



a* b» c 



♦ ♦ ♦ 



«hm Ift «&« —tele »a&rföefatt<frfett, taf tte erfte ®elfAen&«t, £, baß bi< 

jweite allgemein * bie H&aWtyinlitytit, baß bfe nte ©elegen&eit ffir ficfc einen gün* 

ffigen gaD hervorbringt, unb'tf folgt bierau'5, baß bfe SBa&rfcfreinltc&feit, baß 
bei berfd&iebenen »elegeft^eften an* ieber ein giinfHger tfall juglefcfc 
entfiele, au* ben SBa&rfefceinlid&feiten, baß bei ieber (Gelegenheit 
für fidb gekommen ein g&nfttger galt fcervorge&e, jufammengefefct ift. 
3. & SBetm 4 $erfa»n ju greiser Seit, jebe mit btei SBftrfeln fielen,: 
fo ift bte SB^H4tfittß^feit/.. baß ber erfte für ftcb genommen brei gleite Eugen 
wirft, sb ,V f W* 3Ba$rf4>einlic&feit, baß ber sweite für ftd^ genommen bt> Äugen 
115 werfe , = *$ z = t 1 ** bie Sa^rfc^etnltd^feU ferner, baß ber britte bie SBfirfe 
235 wirft, = Jz, bie SBa&rfc&einlix&Feit enblid^ baß ber vierte ben Surf 666 
trip, = j?^ ©arauS folgt aber, baß bie SSBa^rfc^etnltc^fett , baß alle vier f)er= 
fönen jtt gleicher 3*it bftfe vorgetriebenen SBfirfe t^tin, = . ' 

T5» 75' «• 5« ~ 3QTSTS9S 

unb ba« a3er&4ltmß ber SBa&rfc&eirilicbfeit jur Unwa&rfd&tfnlic&feit ift z^ nnVm* 

* ©efet ba&er j. S3. eine jebe $erfon 6 J#t, fo, baß ber ganje @infafc ein 

Sfcaler ift, unb fu^t man . ben ©ewinn x, ien man ber SSittigf eit gemäß erhalten 

fottte, fo ift 7 = 53«Wt *• &• w«n erhalt alö ©ewimt '201 55391 Styaler. Staut 
ft# nun au% bie vier ^erfoneri in biefem ©ewinne teilen, fo $at' bo$ eine jebe mit 
6 @utegrof$en 5 fOlillionen analer gewonnen. 

Die SBa^rf$etnli$feit, baß Semanb mit eimm SBfirfel ba6 erfiemal 1, baft 

jwettemal 2, % f. f, ba*.fec£öfemal 6 wirft, ift = p = „*„, benn bie «Sa&r* 
f$efalHfr»ett J «ritf jeben ?falW ift^ti <& • 

©erat man au» eimt gegebenen 3Cnja^l = n von Dingen iebeemal tint 
gewtffe Änja$l = k berfelbtn fcervor&ebt, ,unb bamit fortfahrt, bi* man auf biefe 
SBeife aUe miglic^enk Dinge ^erauSgejogen $at, ober, we($e$ baffclbe ift, wenn 
mm Mi ben (Elementen i, 2„n alle, Sombinationdformen jur Jtlajfe k Ui verbot 
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tener ffiieber&olbarfeit bilbet; fo tarnt tiefe* auf ;* n $- x = ■fc^fci^i» 
(§. 50.) t>erföiebene Xrtett gefö^en. ; . 

3. 33. 9Ban »erlangt ju »iflen, auf wie iHe( otrföiebene SEBetfen man au8 
einem SB&ijtfpiete t>on 52 Äarten 13 er&qtten fann, fo i|} tue Xnja$( tiefer gdtte 

'.. = Tri^ir = «350,3559600 .■'■.. .' 

tmb bie flta&rf**Mi4fcit, baf ein gewiffer %aü, j. ö, ber, baf matt <0U 13 
*tout er» eintreten »erbe, tjl = ^ 30I3 T S5 , 600 

SBoQte man beredjmen, auf wie viel »erföiebene Arten bie 53 Aartea unter 
bie 4 &tytßfpuler »ertyettt »erben (innen , fo timmt e* erß auf bie Beantwortung 
ber allgemeinen §ra$e an, auf wie trfel wrft&iebene Arten man- afigemein m 2>ingi 

I 3 r 

in k Steile tyeifen ttnne, fo, baf ber erfie n, ber jweite n, allgemein ber rte n, 

k 12 r k~I 

tmb ber Lte alfo u = m — (a + n .. + « •• + n) £>inge entfxUt. 

Stimmt man juerjl au^ ben m fingen ben erjien Zfftii , melier u bjerfelben 

1 
cnttftt, fo fann biefe« «uf »(■»-'?—<">-<—')) »erWctaK Arten geftetm. (§-5o-) 

1.2 .. n 

I 2 • 

©reift man ferner in bie noft übrigen m-n £inge em, mn jebeSmal n beraub ju 
nehmen, fo fann biefc« auf 

11 12 

(m- n) . (m - n - 1) ••• ((m-n)-(n-i)) 

r 
' I. 2 ... n 

Derfd>iebene Arten geföe&en u. f. w. ©tnb angemein (« 4- n . „ a) Singe t>on m 

' - *' 12 r-r 

weggenommen, unb fott man aui ben übrigen ro-(rt +• n ... + *0 ivtißVß *Ag* 

tid&e Vrten n,2Jinge $erau8ne$men , fo fann Üefe« auf ' * 

I 2 r-i l 2 r-I ' 1 ' 2 r-l r ' ' 

(m-(n JA" D)).(m~(n t«» n)~i) >»» (m-(q f 9.* « t ■)-(»-*)) . . 



r 
I • 2 • « • . n 



%&afytfd)tinUd)ttit$ttd}nuti$. 
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* 12 k-i 

wrftytebute Arten geföe&en. 3f! enbK# r=k, b. &♦ fott man au6 ra-(Q + u.. n) 

k k 

=: n ©tagen jebcSmal n $er*tt*ne$men, fo famt bfefeS natürlich mir einmal 'ge* 

'f4c$en/ wie aa<$ bte ftttmel jcigt, wenn man barin ffir r bert SBerty k fefcfc 

Um atfo irgenb eine 6(nt$eißtng tiefer Art ju machen, toitb man jebefc 

1 mal eine aus ben m( ^" 1} "■' (m "< n " I > ) gomytoionen, ferne? eine aü* ben 



X» a •« n 



I I a 

(m^n) ... (m«*n-(n-i)) 



, allgemein eine au« ben 

T f 2 « . n 

, '[m -(n -f n ..■ o)J ♦ •. |m-(n f u «, n)-(n-l)] 

t 

1 • 3» •« « 11 

6 omplerionen nehmen, tmb um alle tiefe Sintftettungen »orjune^men , wirb man 
biefen Act auf atte m6gfid&e Seife burc&f&fcren, ober Jene Snbegrtffe oon Somplerio* 
nen aK ßlementenreiben anfe&en unb barau* fiariationäformen bilbem Um bie %n» 
jfi\jH aller SariationSformen gu erhalten , wirb man bU Satylen mit ehtanber muttipli* 
ctren, toek&e bie tfttjafrl ber (Elemente biefer Steigen barjURen, fo, baß ba&er bie 
SRenge ber m6g(i$en (Stntyeilungen 

X 12 r-l I ' a r-i r 

_ m(m»I>4* (ro-(n-l)) (m-(nfn .« f n )) •• &»*-(« f. n «» n)-(n-l)) 

"""" i *• • r •• • 

. I. 2. ..n " . * I..2 .♦ n 

i 

i a k-2 i a k-ak-I 

(m-(n + n .»n) ... (m-(a fn .« *»)-(n-t) 

k-i 
I, a. «. ii 

i ,l i a r-i I a frl ,1 a k-i 

n m(in-r)...(ra-(o-l)) (m-n)...(m-( n t n -» 0**l))) (m-(nf n ..n)).. (m- (nf n ..n)-l) 

Iva r k-I 

(x, a •• n)(i. a .. n) ... ^1. a ♦ . n) ••* (l* a .. n) 

k ' " 

(l.a..i>) ... (l.2..n) ... (I«a«.n) * • 

X a 3 , k 

Giftb ade Styette gfeufr, ober t#ns3n = n*.« = u # toel^eS toir ber Jtfirje 
wegen mit n begegnen woOen, fo i(t bie Xnjafcl affer migßd^en Krten, wie bie 
Gint^eUung gefd^e^en fann 
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m.(ra-l) (m-a) ... (m-q) ,.. (a-1) 
— (r. a. 3..n) k - x ... 

SBid man nun alfo j. 93. wiffen, auf tote viel ,wf Riebet* i Veten man fett 
52 Aorten unter tier fiB^tftfptcter wt&eilen fartn, fo fefee man mit fhrtt m den 
SBerty 5*, flatt k ben SB«rtt> 4 unb ftatt n ben ffl&ertfc 13 m bie Sonne!» worauf fte 

5a. 5l. 5b . . . 16. i5. l4 

unb bie gefugte 3afcl ift ba$er: 

8565 * 26 19785 1 15 1 767861430000 
stimmt man alfo einen biefer gdtte beroor, fo f&mmt e« tto$ barauf an, wie off 
biefe 4 mal 13 Äarten, wovon iebe 13 nun nic&t wette? getrennt werben bfirfen, 
unter ben 4 , ©pielern toerfc&ieben sert&eitt werben f innen, ober wie tnel mal biefe 
4 Saufen t>on Karten t^re ©teilen we^feln ffotnen, wetzet befanntfiety 1.2.3.4=24 
mal gefcfcefcen fanm 2(u$ jebem ber oben beregneten SJtfUe werben ba&er noeb 24 

* ■ 

neue r unb e$ giebt bafcer ^ 

»055630287484^7643^48674560000 
wirf Heb »erfe&iebene SB$if!fofele. &u ffiafafe&efnlicbfeit , baß ft<b beim JUetengeben 
ein gewijfe* ©piel wieber ereigne, ifi atfo = 

■' I > __ 

ao5565Ö287484k27643l4867456oooo 

Auf &i)\\lid)t SBeife faf.m man bie tfnja&l aHer migtttyen *bombrefpie(e be* 
reebnen, bie SD3at>rfd?cinltcf>fcit y baf man bie ©pabtHe ober Safte ober beibe }uglei$ 
beim Äattengeben befommt unb bergl. 

der 3mecf te$ 83or$ergefcenben ifl, gu {eigen, wie man in gdlfen biefer Art 
SBa&rfe&einlic&feiten beregnen Mime. 6$ iß feiert, biefe begriffe auf SBa&rfefreHi* 
lii}Uit beim Sötte , bei ben Ätaffen - Sotterien unb berglete^en an juwenben , ja , biefe 
TCriwenbung erfiredft ftcfr auf^geometrifc&e Unterredungen, auf ^Betrachtung unb JBe* 
reetynung ber Segler, welche bei Beobachtungen aller 2Crt wegen ber Uit^odf ommem 
beit ber Snftrumente nic&t ju umgeben ftnb, unb auf t>tet anbete ©egenftdnbe. gför 
ben 3ft«? biefe* Anfange« jur reinen <5ombination*le&re ifl eine weitere 3fo$f6$* 
rung biefeö ©egenfianbe«, jwföer, toSfMnbfg abgef>anbe(t, einen bebeufenben 
fang erhalten mtytz, nic&t geeignet ... 



Stttm Äbfd>nitt. 



WlviUiplkation gufammengef^ter Sonnen. 



12 3 

JBirbung ber |>robttcte au« JJactoreti von bet gorra a + a+a.,. 

XlSenn man jwet ®r6pen, bie au* mehreren Zweiten befielen, mit einanber mul* 
tfplutren foß, fo wirb gefobert, baß man jeben SE&etl beS einen ?Ja<tor$ mit jebem 
Steile be$ anbern burd) 2RuttipKcatton aerefnige, SQBirb g. 83. ba* $h>buct ber bei- 
ben ©r6jien (m 4- n + p) unb (q + r -f s) verlangt, fo fceigt biefe«, man fott 
m}n|p fowofcl mit q, al$ mit r unb eribli<& au$ mit s mttttiplicfren , unb 
man $at alfo 

(m+n-fp) (q-f-r+s) = <m+n + p).q + (m-f-n-f p).r + (m + n+p).s 
ober wet$e* einerlei ffl, ba$ 9>robuct ifi ' 

= mq + hq + P°l 4" mr + np + pr + ms + ns *f- ps 

gtaffelbe fmbet ffott, wenn mehrere fold&er gactoren »or&anben tfnb, ivtjtye man 
bürg SRuItipIfcation Mtfinben foU. Ädme j. IB. ju jenen beiben gaetoren notfr ber 
britte (v + w4- z )W«J«# fo »fo** öw« i**** ®(M be« 9>ipbnet* . bpr tajbenjtfe 
fceren faetwen mit i«b«n ©lieb« \>tt neu J|(n^i§efomm«nen ««^ivltcir<n >(t ^.rn)^ii 
jene* $robuct Q genannt »irt, fo ift : 

(m+rt+p)(q+r+»)(v4-w+ii) =: Qv + Ow^<3fz k ' > # • 

23 
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Dritter 2C6f d^nitt. 



<S0 mögen bafcer mehrere 9iet$en von ©riflen, iebe ber Snbegriff meieret 
bur<& Äbbition verbunbener Steile, gegeben feyn; e* mAgen ferner bie ©lieber ber 



I a 



I a 



erfieit 3W$e burcfr a, a ... a, bie ber »weiten bunfc b, b ... b, aügftnetn bie ber 

I .3 r 

k-iten burd^ (k-i), (k-i) ... (k-i) bejei^net werben, fo, baß alfo bie gfactoren, 
welche ftcf) ju bem »erlangten $robucte vereinigen foflen r 



x . 

a -f- 

i 

b + 

I 

c +• 



3 

ft + 

t 

b + 

a 

c + 



5 

a 

3 
b 

3 
c 



• ♦ • 



• • • 



... 



r 

a 

r 

b 

T 

c 



(k-I) + (t-I)+(k-I)...(k-I) 

fint>. 3ebe Steige enfyift r ® liebet, unb ber Reiben fetbfi ftnb k-i gegeben. Daö 
9>robuct, meines wir ftngiren wollen, wirb alfo von r unb k-i atydngtg fepm 

kennen wir alfo tiefet DrobucJ = 'R > fo muffen wir baSienige , weites au* ber 

k 
5Rultiplication von k JKei&en entfielet, bur# r K bejeicbnen. JCäme alfo ju obigen 

I 2 r 

k- i fRtifyn mwfr eine kte, k + k ... k, *>inju, unb wollte man nun ba$ 9>robuct 
au$ btefen k Steigen beregnen, fo m&fjte man ber Definition be* SRultipticiren* gem<tf 
ba3 ?>robuct ber k-i Steigen mit iebem ©liebe ber kten Kttye xtmltiplkinn f unb 
man f>at ba^er 

l i-i k-i k-i k-i 

•R = V \'R + £.'R ■+ {/R... +L'R 

eine recnrrirenbe Siegel f weft&e le$rt, wie man au* bem nd$fh)or$erge$enben 9>ro* 

*uctt ba* folgenbe ableiten Wune, unb weM&e nichts weiter tfl, als ba& gewAbnlicfce 

Ätt<ipKcatiott«oerfa^rett tu einer anafytifc&en: Jformel bargefteKt 3u bem recurriren* 

^tf^erfa^ietf bei bet jSitbmiÄ ber iJfobucte führte dlfo bie Definition ber Operation 

i 

unmittelbar, frag fobfprotunte «erfaßten, *fer bie Art unb Seife, wie r K aitfbe» 



^«^j 
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©rtyjfen, au$ wefc&en e* entfielet, gebilbet iß, b. $. ba* ©efefc, itact) »cUfreiir ft$ 
tiefe ©rftßen ju bem $robucte vereinigen, abhielten, bleibt un« nocb öbtig* 

SBir baben ober in ber reinen Sombination&efcre (§: 35) gefeben, baf unter 
betr 23ariation6formen , bte jicb auSten (Stementcnteibeit : 



, 


I a 5 r 


1 


8, cL f 8. » • 8> 


• 


i a 3 r 
b, b, b ♦. b 

• 


1 

büben (äffen, bte Stecurfton: 


I : ä 5 r 

k, k, k .. k 


k k-i 


k-i 



/ 

( 



k-i k-i. 

ftatt ffnbe, wo bte Elemente i,.r gemetnfdjaftlitfcer 3ntex aller Sltityn ftnb* Oiefe 
recurrirenbe 83ejiebung ifl aber mit ber oben gefunbenen ibentifcb itnb man iß baber 
berechtigt jtt f erliefen, baji bft |>robuete au& {Reiben t>otr obiger Jform fkb aus ben 
©liebem bejfelben auf eben bie Art erjeugen , wie ftc^> 93ariation*formen au9 ben« 
felben bitten , wenn man bie emjefoen ©lieber M GtUmtnte UtxafyUL 3n ber Sie* 

k k-I 

curtfonSformef ffor r K bebeutet aber ba* Kebeneinanberjteben ber ©rijjen r K unb J, 

k-i 
ober r K unb r k u, f. w. eine ÜRultiplicatton , fo wie bie SBerbinbung ber 3eicben 
k-i k-i s 

f K{ unb r Kk u » f- w - eine ^Wh' on * un ^ folflKcb tnfiffen bie als demente am 
gef ebenen Steile ber obigen Stehen in einer jeben jBariationfiform» mit einanber muh 
ttplicfrt, bie formen felbjl, ober jefet 9>tobutte als Ztyil* abbirt werben. 

SBir ffinnen aber au« ber äbentität obiger beiben StaurftonSformefa nfebt 

k k . 

gerftbeju fließen, bafl *K. = Vi'«.»] W> f <«»&«« mfi ff« n n0 # i» **>« &« 
beiben ^auptgrißen, k unb r, eine ßonjtonte abbiten, fo, bog alfo «Ugemet'n 

k kffr 

r K = VCi..(r+8)] 
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H$ beibe Gcnffanten |>icr = o f^n m&ffeti, erneuet auf bei* erflen Änblicf, beim 
jebe ber Weisen enthält mir r ©liebet unb bie Xnjafel bet Stetyen ift k* SBtfl man 
aber bte Gonjfantenbejiimmung na$ ber Siegel bttrdjftyren, fo bemerfe man juerff, 
baß für i t= i , alfd in bem falle, baß nur eine Siet^e »otyanben iß, wel$e fi$ 
mit feiner anbern multiplicirt, 

ift. fWan f)*t aifo : 

V[«-.fr+g)i = j + : + ;■•■.•: 

#ier treten aifo formen $ert>or, treibe ber erffen Älaffe angeben, roorauä hso 
f olflt ; ferner ftnb tiefer formen, meldte, wenn ftr ber t>ottjtdubige Snbegtiff aller 
Sariationdformen jur erfien Älaffe feyn foDen, mit ben dementen fibereinfommen 
muffen, r wr&anben, woran« au$ g = o folgt. 

k k 

2Ban (at ba^er *K. = V[*-.rJ* »o ftcfr bie demente i..r auf bie 

gleicfr froren ©lieber ber ju multiplicirenbcn Steigen bejietjen. 

«Die inbepenbente Stege! ber •Ärjeugung etntf Drobuc« aui mehreren Weisen 
lautet fo: man fefce bie }u mttltiylicirenben Steigen al* Glementenreifcn an, bitte 
barau* na$ ben inbepenbenten Siegeln olle 83ariation8f ormen , «nb fe^e bie (Elemente 
in ben formen als gactoren, bie formen felbjl ober als Steife an. 
3.58. @8 mögen bie brei Stetben : 

a+b + c. 
d + e + £ 

« + > + k 

burd? fRultiplication ju vereinigen fe^n. ©er gemeinföaftlufre 3nbep ift 123, unb 

ber Snbegriff aller SariationSformen barau* ifl : 

in, 112, 113 
121, 122, 123 

131 f n*> «33 

211, 212, 213 
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931, 332, 333 
83.1» 233, 233 

3»» 3", 313 

. 3»» 33> t 323 

33* # 332» 333- 
Stealiftrt man tiefe gönnen, ober fefet man für iebe* Clement bte (Stift, welche cd 
bebeutet, »erfnäpfi bann bfefe burcft 2Jtoltt>lication unb flehet alle fformen al* Sfteife. 
an, welche man burcft Sbbitiori mit einanber berfnfipft, fo ereilt man: 

adg -f* *dh "I* a ^k + ae S 

4" ae h. .+ ae *- *t* a *8 "I" a ^k 
+ afk- +- bdg + bdh + hdk 

' + beg + beh -|- bek -f" bfg 

+ bfh + bfk + cdg + cdh 

+ cdk -f" ceg -f- ceh + cek 

+ cfg + cfh + cfk* 

SoQten bte ju multiplicirenben Steiften nicftt alle gleicftbiel SEftefle ftaben, fo wirb 
man, »ie im obigen %attt, tat S>robuct au* k-i fofcfter Stehen, mit iebem ©liebe 
einer ftin)ufomm*nben kten multipliciren , falls man ba* $robuct au£ allen k Steiften 
erhalten will. fciefe recurrirenbe Siegel tfl aber biefelbe aB biejenige, welche wir 
jur Silbung ber SariationS formen auö un&ollfWnbiflen Steiften (§. 38) angewanbt 
ftaben, tmb es folgt alfo, baß man aueft in biefem galle bte ju multiplicfrenben Ref- 
ften al* Clementenreiften anfeften mfiffe , um au* iftnen ben Inbegriff aller Variation** 
formen ju erjeitgen, toelcfte, realiftrt, ba* gefoberte $röbnct barfteOen. 



S- 54. 

yrobuetc au« goctoren Don ber Sonn tx" t *x UTW ... 

Stetiger tfi bie Sefracfttimg ber Vrobncte folcfter Steiften, t&efcfte na$ $0* 
tenjett einer gewiffen $au:ptgriße regeftndfig fortfiftreftem 
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Sine folgte Stttye tft 

ober allgemeinet au«flet»riitPt : 

©tefe #otm begreift bfe erfle in füfr, wef$e «u* ibr entfielet, wenn man für * ben 
9Bert$ o fegt, unb <T = i annimmt» 

©inb alfo folc^er gormen mehrere a<fleben,unb wirb gefobert, fte burefr 
SRultiplication ju vereinigen, fo wirb man ifcnen einen gemeinjtyaftlicfcen Snbe* ge* 
ben, barau* ade SBariationäformen bilben unb biefe realiftren. liefen gemeinfefcaft; 
liefen Snbe* Wnnte man beliebig wallen , ttxoa Don i an u. f. ».; allein e* rat; 
fpringt barauS ein »efentlid&er JBortfceit, wenn man i&n fo annimmt , bafr berfelbe 
jebeSmal mit fcem SSielfac&en be* i im Opponenten von x fibereinf6mmt. 

3* ©• man fa&* bie Stetyen: 

«« + ««t* + ,V + ** 

bx" + bx Ä +* + bx«*** 
ex« + !i«t* + ex«* 2 ' 

fo iji ber gemeinfcjjaftlic&e Snber biefer Steigen o , 1,2, unb bat $robuct tfi alfo s= 
V[o.*2] ss 000, 001, 002,- 010 

OII f 012, 020, 02£ 
022, 100. tl. f. »• 

£iefe gormen realitfrt, geben folgenbe 9>artiafytobucte : ^ (X 3« ( + °bc,x 3 * + * 

+ ^bcx 3Ä + aÄ + abcx 3a +* M - f- »• e * ' ÖIW bö * ec fein * «^»ifrfjWtw 
fcaben, fämtlicfce 3>artiafyrobucte &u erhalten; allein man fielet fc&on aus biefemSBei? 
fpiele, baß man nac&ber Stealifation ber formen noefr alle biejentgen 9>arttafyrobttcte 
. vereinigen muffe, welche eine gleite spotenj Don x in. ftcfr f#fief5en. 

Sebed $artiafyrobuct entölt k gaetoren, tvemt ber gegebenen Steigen k finb; 
jebet Sactor entölt ein x mit einem Crponenten , beften erjter £$*ji & f beffen. jtteiter 






$ßiiltipUcatfott» 
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aber irgenb tin ©ieffadfre* «Ott <f fjt JDiefe ©rponenten werben, wenn man bfe k 
ffactoren mit einanber muItipKeirt, jufammen abbirt, woraus wieber ein Opponent 
wirb, beffen erfler ST^etf jebeömat k«, ieffen anberer aber irgenb ritt S3ielfa*e$ t>on 
«T fe^n wirb« 2>iefe* 8Sielfa*e *>on <T wirb bie Summt ber SBtelfac^en *on «T fc$n, 
welc&e bie $actoren im Exponenten befafl en* Um alfo aQe biejenigen Bariationäfor* 
men, welche, reatiffrt, eine gleite $oten$ ber ^auptgräße barftetten, attfammenjlellen, 
wfrb man aQe bieienigen jufammenne^men müftm, beren (Elemente, wenn mm tyre 
Slang jaulen jufammenabbirt, biefelbe Summe geben, benn biefe Slang jaulen fommen 

ber Annahme gemäß mit ben 3Bttffac&en wn "/ im Cryonentm übmitu €me gewiffe 

k . 
$orm ata V [<>♦♦]# wettfre ber Summe r ange$fort, wirb, reaiifirj,. ein x auf ber 

k 
$otenj k* + r<r geben, unb alle »ariati oitfformen aitf V[o**3, wer*« ber Summt 

k 

r angeben, ober *VE "I »erbe» realiftrt ben wDftöhbfgen 3nbegriff aller ber 



©lieber be* Drobuctft barbieten , welche 



ka f r* 



enthalten, benn iebe SSarfatioufc 



form, welche eine anbere Summe anjetgt, f$tte$t aud&, realißrt, tint anbete $otenj 

t»on x fn ft*. 

»erlangt man bafrer wir einem folgen 9>robucte btfjenigi ©lieb,, weites 

k 
x ka t ** entölt, fa tfi e* = T \T £<>.♦} wobei fr* We Clement« o, i.. auf bie 

eiement«nrei|en ° x <*, * x *t**„, 2 x a, £ x «t* «♦ f> w. begeben, Conbert 

k 
man wm*VlP*-] &*** gemefnfd&aftlfd&en gactor x kflt * r * ab, fo bleiben bfefetben 

SJariationSformetr ibrig, wobei ft$ jebocfr ber gememföafflidfre 3&er o, i„ auf 
bie ßonfficienfen ber ©lieber ber ju multiplicirenben Steigen be&ie^et 9?wt c»t^<Ht aber 

-r k r " 

VEo..n], meldte* ba« Drobuct au* k Sieben barfteOt, wovon jkbe n ©lieber m 
fi* begreift, äffe SteriattonSformen jur Summt o, i, 3 u. f. w* bi# kn, (§♦ 39.) 
Ainb bafcer wirb ba$ Drobuct ber k Steigen : 
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mit „*« anfangen, fucwffi» , k "+', K ka + 3 * u. f. ». <tftb*Ken unb mit ^t" 

k 

fölkftor, ba« rte ©lUb na$ bem anfangen wirb T V[o •• n].x ka+r *mibalfo 
T baS SEotalptobuet: 

Vro..nJ.x kÄ + I V[o..ö]^ ka+ ^..+ r V[o..n].x k «t rt ... + k »V[o..n].x k ^ knÄ 

feyn, wobei ftd) bie Elemente o..n auf bie Gonfflaenten ber ©lieber bcr ju multi* 
plicirenben Seiten bejie&en. 

JDiefe 2CufI6fung gctgt, wie man ein jebe* ©heb be* gefoberten 9>robuct$, 
ofcne borget rrgenb tin ftfi^ered |>robuct beregnet ju $aben, b. %. mbepenbent bor« 
Hellen l önne. 

gür ben einfacheren gaU, baß * = o, X = i ift, werben bie Stetyen: 

o 1,2 ib« in 

« + «x + «x 3 •' + «x h •■••+ .x m 

b + bx + bx 2 ••• + bx h ••• + bx n 



m + mr + mx •*" T mx B ••• T mx n 

unb man. *r#ttt baS 9>robuct berfelben, wenn man in bem allgemeinem $n»btute 
* = o, # ss i fefct, alfo: 

1 k k k 

°V[o-.n]+ x V[o..o].x*.. + r V[o..n]i T ... kB Vto..Djx u . 
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t; ,3to.'«/££--J ds' i ^t man bieibtyat: . . > . . 

° +' * » X h k't« J_ " n+l 

-a*-. •• . , «.x ••• T »x ' ... -f- «x. T * . 



I f. 






mx + rax a ... "f* hu"' 1 ... + mx n ' 1 

unfc M 9>robuct: ■•..-•'- 

SBoHtf nwn#er ; ben Soefficicnfen in ben Keilen- fotye SnbiceS geben, welche 

mit ber Vrieiu. Oßii x ibereinfommen,, fo r&dft eiii jebeS dement im Stenge um i 

fctyer, fo, baß affo bie SSariationöformen ganj biefelben bleiben, nur baß ifcre <Sum* 

mm um fo t>ie{ einleiten, gräger werben, fo toiej eiemente fie entbatten, ndmlid) k, 

k 

ü»an ffnbtt äßbann ben Gbefficiehten ju x k + r nid&t mebr r V[o . . u] , fonbern 

k — •• • J-' \ * ■ 

k + r V[i ♦ . <n +-x) ]• >mjt> *6 t# b^er. ba* Drobuct ber Steigen : 

• * • 

mx -f* na* ♦ .. + mx •• -J- mx T * 

= k V[l-Cn + l)> k + ltl V[u.(B+ I )]x k + I ,.. + k ("t0\ [ I ..(.»+i)].x k < n + I > 
£4tte man bie gotge fter ©fitber ber ju multiplicirmben Selben in ber um* 

gtfe&rten Srbnung: genommen, -fo . wfirbe natüxlty ba* flrobuct biefette ßrbnung 

befolgt baben- ■ \ m - * c 

<&9 m6<jett-.nun ^ 8$. Afe. 8?ei$«t: . : 5 . ■ 

. .... ,3 + 5* + 6x * .—..'3*' 

• '•'■'■ ; — -t 4. x — 2i* + X*' 

7 -f" IIX "4* 3 X * "— 2x s -"' ' ;1 — "--- ". ' 

24 
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^rittet, tfif^ttitt» 



s\ 



* ^ 







mtteinanber ju muttipHcfren fe$n, unb man verlangt baejensge (Blieb be S fteobttttt, welche« 

x»entb<ttt, fotjibiefe*= 5 V r [o..3].x» l wenn man ben gemeinf^afHic&ett 3nber fo 
einrichtet, bafj er Ux jebem ©Rebe mit t>em Qtpontnten wn x äbeteütlommt. X>it 
fßaxiationtfotmm ber Älaffe 4 unb Summe 3 au* beft dementen 0..3 ftnb aber 
leicht ju bilbem SKan bat bte gönnen 

3 V[o..33 ' 

batbittet: 3, — r. 4. — = 24 

3- — «• — 3- 3 = »7 
3. — 1. — x. ix = 33 

3» — *' 7>7 = — 147 
3. 1. 4. 3 =36 

3. 1. — 3. 11 = — 99 

3. I. — I. 7 SS — 31 

3. — 3. 4. II =5 — flÖ4 

3. — 9. — 3. 7 sss 186 

3. x. 4. 7 := 84 ' 

- 5. — I. 4. 3 sas — 60 

5- — 'x. — 3. 11 = 165 

5. — x. - — 1. 7 == 35 
5. 1. 4. 11 = 330 

1 

5. x. — 3. 7 = — 105 • 

5. — 2. 4. 7 = — 380 
6* — i* 4. 11 = — 264 

» 6. — 1. — 3. 7 == 136 

6. 1. 4. 7 = 168 
— 3. — 1. 4« 7 = 84 

£Ke ©umme ber pofttfoen Drobutte ijt: 1128» b(e bei ttefi«tfoen: 1340 tmb bet 
Coeffict'ent b«4 gefoberten ©liebe* tjl ba&er =1138 — 1240 = — 112, unb tu* 
©Heb felbff ss — uu 1 , , . ■ 



0012 




0021 


3 % 


O03O 


3 S 


OI02 


% ' * 


orn 


* , * 


0120 


* 

* * 


0201 


S * 


0210 . 


S g 


0300 


, *' * 


1002 


2 S 

« 


IOII 


S 9 


1020 


5 J 


1101 


* ? 


IUO 


5 f 


1200 


* * 


2001 


* 1 


20TO 


3 2 


2IOO 


3 2 


300O 


9 9 
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SBerni bie gu< mpftfplfcfcenbc» Stoßen tmbegrenjt fortlaufen, itt welkem ffäffe 
bat tyrobuet felbjt it# gefdfrloffen feipn tann, fo ift t>fe Ableitung beffefben gewfffer* 
maaf en noc& leistet, well bie grjeitgimg ber Stariationfformen allbann, niefrt bur$ 
eine gegebene 2tnja&l t>on (Slementen bef$r<$nft ifh 

©inb ber Steigen , welche ftcf) mit einanber multipliciren f offen, nur jwei: 

fo ffl ber Öoeffltf ent ' be« hten ©liebet be* $r*buct$, ober be* jenigen, welcfre* 
x a +" «ttflt, " ' 7 " t " 

ä h V [o..n] ä oh, i(h-i) ... r(h-r) .•> ho 

oh . ih-I ah-a rh-r ho 

= ab -f- ab •}* &b ♦ •• "f" *b ••• a ^ 

SBifbung eines 9>robuet* aufr jwet Stehen fimmt in ber ttriatyfft fciuftg »or, we*&afb 
man alfo tiefe Jform be* ßoefficieriten ju merfen &at ' 

' ©iefe gorrael fanp jur 83ere$mmg einet jeben ©liebe* be* §>robuct* ange* 

wanbt werben, wenn betbe gfactoren unbegrenzt fortlaufen; brechen fte aber bei einer 
gewiffen «f^e'alb, |. 2$. bie eine bei ber nten, bte ankere bei ber n + kten, fo be/ 
l;a(t bie gormel nur bi* N jum nten ©Hebe be« 3>robuct* tiefen rtgelmdßtgiit Sau, 

1 

a 

wie au* ber S Übung wx n+k Y[o,.ii] ftar ift, tnteffen bleibt ba* »erfahren 

bennodj fet?r einfach. ' 

Unfere gewtynKdfren becabiföen Saufen fthb nic^tö anber*, af* Stetyefc t>on 
ber gorv; 

«x ~ ax . ~ ftx ... ax ... ax 

wobei x = 10 angenommen worben tjh 3« 25. 68 ift: 

3974123 = 3. io« + 9 10« -f 7, 10* + 4. fp 5 : + i- 10» + 2. 10 1 -f- 3 v 
SRan fann bafter obige gormel jur »yec&nung ber, ©lieber eine« f)robuet* von jwet 
Steten au$ auf unfere gewifotlicfatt 3a&len «nwenben, wobei e**aber nidfrt etwa 
n&tyig ijt,.biefelben erfi umaufc^ reiben , wie wir eben get&an fraben. (Sine letzte 



18$ toxittet W>fd)tiitU 

Brtroctywtg wirb bat »erfahren fei «efem SFultiplicirm btcabift gebtfbtfer 3atfen, 
wrfcfK* inr 3Cbp4)t auf JBtquemttgfeit unb Ä&r je Um gew* Wfofren ; «erfahren weit 
»orjujie^e« t^ f ofme @$wferigftitra in« tity- fe$cn. . t 



$♦ 55. 

S>robucte an* gactown von ber gocm («fx),(«t*)>.H4- 



... . -!- -v 



4 

aBufrtig ijt no$ bie Betrachtung ber 9>robuete au» ioltyn Sfctyen, welche 
fdjon mit bem aflen ©Bebe abbrechen , unb wobei bie Goefficienten be8 erjtat ©liebet 
= i flnb, fo, baß alfo baS ju berec&nenbe Drobuct 

' (a + x).(b '+ x).(c + % *) «... (m + x) 
ijh ©tob biefer ffactoren k twr&anben, fo tjt tdS f&öbutt = 

k k k k 

°VCo, i] + *V[o, i].x ... h V[o, i] . x\.. k V [o. o . * k 

o o 

wobei fi$ bie demente o, i auf bie ©rJßen a, i; b, i; u. f. w. bejie&en. 9tan ifl 

k 

k V[ö, i] = x k unb ba bo4 Qkmüt i bte ©rife i t>orfteOt # fo |ifft ber Factor 



«i 



ju x k weg. 



> _ 



k k 



JDie €oefficienten ° \[o, i] , l \ ! [o, i] u. f. w. ftnb aber nocfc einer 

o o o 

bebeutenben. 8$*reütfa4>ung fä&ig. W\t wollen bte k ®tb$tn a, b ,. m burc& 

12 3k 

a, a, a ♦•. a bejei^nen, unb ßoejficienten ber fuccefffoen ©lieber, ba fie aus 

I a k 

ben ©rofen a, a .. a jufa,mmengefefct r flnb, alfo t>on k abhängen muffen, burefr 



k 



2 



Ä, k Ä, k Ä*~ fmgiren/fö/baf wir fäett: 

(I + x).(a+x):„<a+x) = k A x » + k A t * + k A<* ,.. k A x * ... + x k 

4>bw, werai wir bte faBeribt ©rbmmg beobachten, weites ^ter bequemer iff, 



Wtuttiptliation. ifc9 

(x + a).(x + a a),.(x + l a) ± x ^ k Ä^ k Aj^ ^+ k A x k-C + k A,- 

kfl 

Hitamt notfc ein folgenber gactor (x -f a; frinju , fo i jl : 

k 



o 



1 « 



o 

X 



(«+5.(*+J)..(x+ k .jL» k t , + ,, A,k -. + k A,i-H« ... + l A 

/+^...+ k f! fc Ajk-H...+ k t l A! > + k t l -A 

»et Soefftcient beS bfen ©liebe« biefe$ 9>robuctS, welken wir nun bur# 
h 

k+I A «njubeuten bur$ obige 2fona$me geawungen fmb/ ijl alfo : 

h '' h k-i 

\ ' . MI A = k A + k *! k A 

3tter auf eben biefe 2Crt recurriren au# bie GomWhationSflaffen bei verbotener SBie* 
berfcolbarfeit, benn eS Ijl: 

C % Ci..(k + 0] = Cd..k] +.C'[i..k]>t ,) 

fo, htf fid) bie in ben Kammern fle^enben demente auf a, a ♦ . a bejiefcen. 
SKan $at bafcer: 

ktI A = C [i..<M-i+n)] 

wobei eS uo$ n6tfcig i|t, bie ffngirten Sonflanten n unb g ju befHmmen. 

$a$ ©lieb biefeS 3>robucteS, toett&eS lein x mefy? entyUt, muf bie ©rifsen 

a, a A «IS gactoren in ftc& fließen, unb ijl ba&er — C [t ♦. (ki+ i)y ©efei 
man ba&er in obigem ÄuSbrucfe für h ben SBerffc k + i, fo $at man: 

C[x-ft + i)] = Cti..(k+i+n)] 
woraus folgt, baf beibe (Sonßanten = o fepn muffen* Stern $at ba&er: 

k+I A^= C[«.-fr+i)l 
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ober für k+i 6en 2B«rt& k gefegt: ■ ' 

h h 

* k A - C[i..« 

alfo: 

' i a k * , k \ k , 

(x + a)(x + a)...(x+a) =: x k + CV..klx k " , «.+CV..n].x kpk .~+C % C«.J'3 

wobei tie demente alS betören, bie gormen alt Zueile «ngefefcen werben. Stebrt 

. man bie einzelnen gactoren um, b. f). mac&t man bie ©rifen a ju erften, x jum 

{weiten Steile, fo würbe awfc baS $robttct bie fieigenbe JDrbnung befolgt baben. 

©inb bie ©röfüen a, a ... alle negatfo, fo werben bie ^robuete an* tynen, welche 
eine imyaare SRenge berfelben aB gactoren in ft$ fd^Iteßen , fo wie aueb bie Snbe* 

an-Kl 

griffe foI#er g>robttcte negativ werben, b. 0. ba allgemein C [r*.k] ben Inbegriff 
einjefoer $robucte t>on einer unpaaren Ttnjabl oon gactoren anjeigt, et werben aB* 
bann alle biejentgen ©lieber negativ werben , welche t>on tthpaarem SRange ftnb , aß 

Cli-.« 1 ^" 1 » C[i..k]* k " 8 n. f. f. 
SRan bat alfo: 

Diefer @afe iji für bie Algebra gimbamentalfafc , weit eine Jebe Steigung 

1 3 

aus gactoren wn ber gorm (x-a), (x-a).., jufammengefefct ift, ttnb bie Xufldfung 
ber ©(eiebungen weiter nigt* fobert, ali baS Xuffucben biefer einjelnen gactoren. 3n 
wiefern tiefe* m6gli$ ober unmigh'cb iß, iji biet nigt ber £>rt $u unterfugen. 
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$.56- 

Mttutrtrrnbt BijUramuna t«c ©Uebtt eine« Cutotitnttn von b«t gotra 

, . x 

«Die oHgemeinjte gorm eine« Quotienten, bejfen 2Mt>ibenb unb ©foifor na$ 9>oten* 
jen einer «fteuptgrife fortfdfrreiten, ifi: 

SBia man tiefen Quotienten in eine na$ 9>otenjen t>on x fortfd&reitenbe 
Steige entwitfeln, fo muff biefe fo befefraffen fepn, baß ba* $robuct aut tyx unb bem 
JDfoifot bem ©toibenb gleich wirb. 3»an Eann ba&er ben verlangten Quotienten ftfc 
gtren, ba$ $robuct aus i&m in ben ©toifor beregnen unb biefe* bem Qtoibenb. glety 
fefcenj attbann muß juerft bt'e gform tiefe« $robuct* ber bed ©ioibenb* gleich fepn, 
b, $. bie Gtyonenten bejfeföen muffen biefelbe arffymetifd&e ^rogreffioit bitten, alt 
bie be* 2>foibenb*, worauf man bie futgirten Opponenten bei Quotienten aWeifen 
tarn, ferner mfiffen, .wenn ©leicfc&eit betbetr formen, befielen foD, gleich tyofre ©lie* 
ber fn beiben gleich fe^n , worauf man Im ©tanbe fepn wirb , and) bie fingirten 
(Eoeffictenten be* Quotienten }u befKmmjm! 
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Wart fefee bat)er: 

bi g + bx*** .** + b» ... _ o I k 

ai T ai • .. • T ax ..• ■ 

fo, baß alfo: 

O I h 

o lafn afW f \ ß t Ä ^y Ä /«V^ /o a I afd h afbdN 

bx" + bx ...bx =V^x + I\ x ...I\ x ..J»Vax + ax ... ax ... ) 

9ton tfl aber aus ber JJe&re Don ber SRuttipltcation Hat, baß nur friede Steigen, wenn 
man tfe multiplhixt, ein $robuct geben ttnnett, beffen ©lieber fucceffi* na$ f fort* 
fcfcreiten, welche fetbfl bie %oxm t)abm> £ierau* folgt alfo, baß fowo&l a, ald £=<T 
fepn muffen, wenn obige SJcbtngung iptrfltc^ ftatt fmben foH. 
^ $at man alfo a unb ß = f angenommen, unb beregnet ba* $robuct, fo 
werben bie ©rpenenten feiner ©lieber jum erjien Steile a-f f, jum jweiten aber 
bie fucceffioen Sielfadjcn von 2 Ifaben, woraus wieber folgt, baß a + ß = *, ober 
ß = * — a fepn muß. Die Sorm bcS Dioifor* rietet ftd> alfo infofern naefr ber 
be8 JDimbenbS, baß bie £>iffercnj in bem ferponenten <f in beiben einerlei fepn mu$, 
wäfcrenb man ben erfim Z^eit ber (Srponenten be6 ©iotfor5 wt0fu(;rU$ anjuneljraqt 
berechtigt Ift. ' 

9Äan s t)at alfo 

b x -p ax . .. bx <•.. ° * b 

ax -f- «x • ♦• «x ... " * * T^ * ••• 

unb; 

o i b 

o a I af* . J ä|LÄ / A a-a a a-af* _ A Ä-afh*\ /o a , b afh*\ 

bx + bx ... + bx .. =y* x +ä x .. + a x '..Max -f^x,,.; 

'£>at 3>robuet tjl = 

-Ai'+ ... + (fc + A"; 1 + ...+ A\- .. + ArX^lf ; 






unb ba bicfM btm ÄJioitenb glcty fepn foO, fo bot man Ät = * 4To Ä* 
unb allgemein: 



o 



o 

* 

a 



.£> t t> i f i tu 
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• : j 



h 
b 



I 

tythutd) finb wir auf eine recurrirenbe Bejtc^ung unter ben fttgirten Goefficienfen 
gefommen, Denn e* folgt (?ierau$, baß: 

h 

A = 



t / 



h-r o 

h h A * A a A r A h 

b-ili-.A|„ i -.Ai...- -^a 



o 

a 



tjt. 

.' einfacher wirb biefe JRecurjtonJfortttel , wenn .man ben Sijribenb' m$t tine 
nad? $otenjep tum x, fortfcfcreitenbe 9?ei^e, fonbern tote ©infreit fe$n Htäft ÄWbann 



X 2 



finb bie Goefficienten b, b ... b, fdmtli$ = o, b = i unb * = o, unb matt $at, 
wenn man biefe SBertye fubjKtuirt: 

, » i Ol h 

o a .1 af * K a + h* = A -• , Ä -«t* , A -* + h$ 



unb 



h-i h-a h-r p 

k - A * A a A r Ä 

*-^ -— a *— » *~ • •« ■-" ■ • ••• *— *"* 



h 

a, 



© 



ober ; 



b-i i 



h-a a 



h-r r 



A = A(-i) + A(^)... +AC4)...+AC-3 

Um alfo einen gewiffen Goefficienteri be« Quotienten bur$ biefe Securfton 
ju beregnen, neunte man alle Goeffidentett be* Dibifor* mit umgef ehrten 3eic$en, 
bfoibire fie bur# ben 3Cnfanj)«coefficienten, unb aerbinbe biefe ©ripen mit ben frfo 
leeren föon Beregneten Goefffcienten bei Quotienten berflejialt, baß fid^> bie erjie, 



/ • 



'jj^r mit bem nd$ffoiebrigen, bie aweite, .£., mit bem barauf folgenben u. f. w. bie 
entließ, wel$e im 9tange mit bem gefugten Goefftcienten bei £Utotienten oberem* 

o 

fommt, mit bem Knfangftcoefficienten be* Öuottente*, A =7, bur# SMuftiplicas 
tion vereinige unb'abbire julefct alle biefe 9robutte jufammen. 

25 



V. 



*X 
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Sermone biefrr 8fe<wffon«formel tfl es nun Ufy, feben nuetientcn von 
©»ijjer Sonn wirf(i$ bar}u$eOai. 

S|l a ». ber Gaotiehr: t _ x t 5x » + 4x , _ x< abgeben, unb wirb »er* 

langt, bt« entwufefan«, na<b obiger gormel »orjune&met, fo fttt^fre man ibn |uerjr, 
inbem man ibn 

= A + Ä x + A x , + A x .... 

fefct, tooUi A =s i ijfc jDfe ®r$ßen, welcfre man in ber 9fccur|ton mit ben fiu* 
«fffocn 6oefpcicnf«i wbinbet, ffnb -f i, — 3, — 4/4. 1, unb eS ijl atfo: 

A = A. 1 = 1 



1. 



A == A. 1 + A. (-3) = 1 — 3 = — 2 

3 » I o 

A = A.i + Ä.(-3) + A(- 4 ) =-- 2 - 3 - 4 = - 9 

A = A.i + A.(-3) + A(-4) + A.i =-9+6-4+1 = -6 

unb man bat basier: 

;-it8»'t4i-x4 = •' + x - ax9 -.•«*• ~ 6x4 ••• 

^dtte man fern« ben öuottenten: • 



- . 3 f x — a«* f 5»* — 7** — 5»» 

ju entwiifefo, fo warben bie ©rigen, welche ff* in ber SRecurflon mit ben fuecejffo 
frübern Goeffictenren jur »majmmg be* n<icbffy6b«en vereinigen malen ^ — f, + f, 

< ■ • -o .1 . 3 

— ' 1 + I » + * f fewt. Singirt man nun bie äoefffdenten A A A 
u. f. w. wobei A = i fft, fo fwbet man : 



I o 



A = A. c-i) = - 



1 
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a i • 

A =. A.(-j) + A . I = & + l = A- 

5 a i o 

A"*= A-.(-y+ A- 1+ A(-o = -ä-*-4 = -« 
A'== A-(-t)+ A? + A(-o + A.5=Ä° 5 + i$+J+J=§ll 

5 f x — ax 2 + 3x* — 7X* «— ox* 

#at man ferner . 

13' 

.... ' ■ t — »«=-$ + Ax •+ A x« ... 

— 4 f 3x t 5* — * — 7* 

fo ftnb We @r6fren, t>erm5ge beren bie Steurfton »otogen wirb: -f I* + 3' — ** 
— } unb bafoe* : 



A = - *• i = - A : 

Ä = A.i + A .* = -&-* = - 

5 a X o 

A = A i + A • i + A (-1) s - tt - H + A = - ii« 

u. f. w. alfo ; 



29 
77 



$♦ 57. 

3nbepenbettfe JBefh'miming ber ©lieber einet Cluotienfen. 

«erlangt man nur ein ©Heb be« CtuoKemen bariujftDfeny o&ne bfe früheren 
jfton beregnet ju faben, fo tfi eine inbepenbente. Kegel, b« Grjiiigung erfoberftefr, 
Sie allgemeine SteturflonSformel i(l: 

k h-i I h-a a h-r r oh 

' A^= A(-i).+ A(-;),.+ A.(-;)...+ A.(-9 



1% ' SBiertet 2Cof($nUt. 

■ 

O 

ob« b« A = 7 «ft 

& h-I i h-a a' h-r r i h-I h 

..A=,.A.(-.=.)+..A(-j)...+ ..A(-' r )....A(-^) + (-i) 

h I a 

2)tefe »tcurfionsfotmel fftr a, A t'jt ober mit ber für h V[-J- f /•;- ...] ftenttft, 

beim eS jjl: [ ' 

» 

l v[-^..] = k -*v[-i-].(-r)+ v "V[-i-..].(-:-)...- 

r 



I r 



+" k "V[-t„J(-f)... + (-i). 

(§. 44.) fo(gU4f $at man: 

..A = fct «V[-fJ*r. . 

A = h fc *«V[-|..l- 

für h = o tjt A = 7, alfo »jt 

T. 8 V[-f .] « i f V 6. g ^ o, mit °V [-J..] 

ba* combmatorifcfre 0J«a, alfo a« gattot. angefefren = 1 ijl. (§.15..©. 43.) 
SRan fat alfo 

25a ffa) aber ba8 3et$m V »«« <wf «ine Reibe »on «(erneuten bejie&t, mbnH<$auf 

~7> 7 •;•' -f° ' ftmt w«« ff«** °«ff«» *>«* 3«4«n ^C gebrauten, (§. 44.) wobnta) 
bie ttirtbricfc no$ einfaa)et rowben. 
€« fjl alfo: 

• * ] ^* ••• IX 4M 



< 



. X 



2) t t> t f i o n, 

.X 
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5 



wobei ftcfr bte demente i, a".. ouf bte ©riflen --, -A f -A ... jbe^ie^en # fo 

• • • 

baf man bei ber Stealtfatton ber {formen bte demente att betören, biefe aber als 
Steile anflehet. 3« 83. • 

fWan fud&t ben brttten Goefffctenten be$ Quotienten, welker aus ber (Int* 

»trfelunfl t>on i *— ■ — . J.^,,^ entfielet/ fo fjl biefer: ^C[i-4L »*W 

fufr bfe demente auf bte 3a Wen i, — 3, — 4# i bejiefcen. 
Slun ifl: ' -_- . i . . 

I C [*• • 4l' " = "i tealtprt" = 1 

*.(t*) 9 •* =s — 6 

. . . 

Sie Summe biofer realiftrten gfownen tjt — 9 tmb ba* Derfotqjte ®lieb affo 
= — 9x*, n>te oben» SBftrbe ba* trierte ©Heb befielben Quotienten gefobert, fo 
tt>dre bteftf: 

v £C[i«»4l = i"i »eltye* realtffrt = iif , 



3-("«> 
an 



* 



5 
4 



= — 9 

ä — 8 
== + 9 

4 * * • s= f 

unb bte Summe ber realiftrten gormen, affo'ber erlangte Goefftctent ift: — 6, 
hh* oben» .,.'**.- 

©udfren wir ferner t>on bim £iftotfent*n: 

3 f x — ax 2 f 3x* — 7X 4 — 3x Ä 

ben Soefflctenten, welker ju x* gefeörjV r f v ifl biefer = JCti-5]. J# »»bei fTd> 
bte demente 1.. 'aufbte 3a&t*n: -r .fa.ii-rr Ü.I# i* beilegen. 9Zun ijl: 

JC[i..5].f = f. (tin) tealifirt: = *& ' 

1.2.(13) * * = I 
|. (22) 

1.(4) 



5 
4 



9 



= * 
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£ie Summe tiefet realifirten gönnen ift nun \%\ unb bafcer bat verlangte ©lieb 

= Hl*** we oben. • r ' 

ferner t»n bem £luotttnten: 



i 

— 4 f 3x + 5x 2 — x 1 — 7x 4 

baJjenige ©lieb ju beregnen verlangt, welches x» entölt, fo ift ber <Sorffictetti : 

= (-J)JC [i Ml »o flefc bie (Elemente auf bte 3*bleii |, f, — j; — { begeben. 
9ton ift: ' • • • ' 

(-5).}C[i"4] = - J-(in) realifirt = - jfc 

— £.9.{l2). *-_ * ^ — *| 

:- — **(3) ? * = Ä 

©a« Aggregat biefer 8$rw&e-ift = -r £££, pel(fre$ alfo ber ber Goefftcient ju x* 
ip, wie wirau* obetr fenb* ...,..-* 

$♦ 58- 

• • • - ■ - i - r ■ . - 

»cftfmmung ber ©lieber bei dttfttt. 

Saufen bie ©Heber bt* jDfoifort itnbegrenjt fort, fo fann e* (ein ©lieb be$ 
Quotienten geben, beffen 83ere<bnung unmAglicb »dre, benn £C[* • .] ift immer 
barfteHbar , h mag fo grof ft*n , mie man teilt. Stehen fte aber bei einem gewiffen 
rten ©liebe '«&, fo fmb btt.Älefcente, porau* Jfö W* Qombmattonöfotnwn- bilben 
foDen, befdjrdnft, unb 6ann finb bie ßoefficienten nur fo lange Gombinatioirtformev 
ju einer gerafften ®vtmmt au« einer ttftbtgretrttt* 9tei(re *on €feme*ten ge* 
bilbet, fo lange tyr Snber m'4>t grftper ift al* r, unb biefe 83orau6fe(ung umrbe bei 
bem Uebergange t>on ber rtcurrirenben jur inbfyenbenten SBeftimuuing . gemacht ffire- 
$en alfo bie ©lieber beS 2Mt>ifor$ bei beAt rten '©liebe ab/ fo finb au$ nur r 
©lieber bei Guotienfen nacb bete "anfänglitfce'n na# biefer iotyjperibenten Siegel 

barftellbar. , \ ' 

3n biefem gaffe, ober wenn au$ bie' ©lieber be* ©foifor* unbegrenzt x fort* 
laufen, unb man »itt bei irgenb einem ber nun gleichfalls unbegrenjt fortlaufenben 
©lieber be* Quotienten fielen bleiben, bleibt itbeJmal ein 8tefi no$ )u betrauten übrig. 



t> i * ff io n* 
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: Bernt man bft* Vttbntt aut bem fcfoifw imb bem Cuotiettte* wm jfctei* 
benb objubet, fo bdft t^itnigc, *af übrig bläht, tot fteft £er Guotent mit? 
alfo Mannt fe$n, »enn man ben 9?eft beregnen wfB. 
4>at man: 

o« ntnatw-,4» +P^[l-> ...+»^[x-3.« -J + R 

ix -p ix ... ix ... 

wo R ben 3?ejt bebeutet, tmb bricht man bei bem faten ©liebe be* £litotienten> 
ab, foifi: 

K — i — a Lx... + p^[r..]x J»L*x ... ä-x .%.J 

$a* 9>robuct ip: ■ - r : • - - 

rL + L{C[i. # ] + *]x* ... -ff^vQi-3 + ■ ~V[*'*1-« 

T a. pV^ll^J. # » -f- a Jx ...J 

Siebet man tiefet ton ber Ginbeit ab, fo iß, ba bie ©lieber bis i h * tyr f*on 
glcid) frnb, ber Steft bie folgenben ©liebrt, nur iebe* mit bem umgefebrten 3ei<ben 
genommen; b. b* **fo bahrte ©lieb be* #ejWJfr ,-.\ 

— \H*r n r i b - x P *t* . J»-pP *fp , fc+OfctO* 

=? — a •Lj) v -' U •• J . • + J>^[l«]- * ••• + pv/[l.,]. i ... + «Jx 

Seesen teir aber bie ©ttebft be* JDitnfort bei bemiiten ©liebe ab, ober 

geberift man fic& bie folgenben ßoefftdenten a, a,.»?o defekt, fo fallen aDe 
bieienigen ©Heber in biefem 2Cw6brucfe weg, iit wjrfctyn frü&qre GoefficUntcn be* 25t- 
Diforö , alt ber hte torfommen. ©efct man in bem aBaemeine» ©liebe beft ÄuSbrutf* 
ffer + p ben »ertb h, fo, baß alfo p = h — rjft, _fo. wirb tiefe« ba* Uftte 
©lieb feijn, nnb er ijt aWbonc: r ^ . v 

-h[jC[-].: + , -;C[-,]'t i :. + t: 5C['t..h't^:. ! t tC[-3 *!**.'>• 

, 3|r btr fcioifor wriBüfittttat'; f»wnrb el'attcb ber'&ejt fepn, beim bie S)M» 
tiplication «ine« unbeflrenaten Factor $ afrt* «in mwedrenjte«.9>robucr. ©inb ^ingea«! 
bie ©liebet be« SDtmfot« begrenji, fo wirb eö aud; ber ««jl fe?n. ^at ber J5ioifot 
h (Biteber, fo \rt ber £iuotie«t eben fo viel , betbe mit einanber mulrtylidrr, »erben 



V 
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(in f>robtict ton ah «Sttetern g«ben r mtldft.wm ©itibenb fabgipfm tt»*rb«» muffen, 
wenn man ben 8ejl etbjalten t»ifl. 2>a nun ubn Jbie h erfreu ©Hebet bm SDftribenb 
ftyon gleich ftnb, fo folgt, baß bet »eji eben fo x>itl ©liebe? ffobtn mflffe, M bet 

JDtoifor. 

3. 93. SBir fcaben oben gefeften , baf . 

I-x t 3x»t4x»^ 7 = I + X -r 2X» - 9-X* _ 6x* - 

iff. ^fer tfl olfo ba* «rfle @rieb 

= — (• 6.(-i) — 9.3 — 2.4 + i(- 0) = 30 
ba* }»«te.= — ("6.3 — 9.4. — 2(-i)> == 52 

ba« britte = — (-6.4 — 9-(-i)) = 15 
ba6 »tette = — (-6.(-i)) 3= — -6 

alfo ijl bet «eft : . ' . . . ■ , 

= 30x« ^. 52s« |. 15 x* — 6x». ' • '■ 



• „$.' .59. 



or ä 1 a + 5 

- l>x + b 



dtuutdxtnbt fBeJHmmtmB ter ©Hebet etat* «Hsottentcn »on fccr'gorm: r x T ,*? " — 

o a I tf 5 

>x + »1.. 

3|i bet £>toibertb niefct bie £inbeit> fonbem felbfl eine tta$ $0ttnjen ber 
$ctuptQtb$t fortfc&reitenbe g*rm # fo wirb ft$ jwar bie recurrirenbe Seffimramtg 
jiemlid) d^nlid^ bleiben, aflefn bie fflbepenbente JBefiimmtmfl wfrb ton $er te* ein; 
fächeren ftafle« 8<5njtic& t>erf<$iebwi mtöfaflem i '«■..• - ' 

ginglren wir ben Sluotfenten : ' ' 

r ;V I. XU A Ä - A J. A Ä - + d _L A «^ + " 

«z + •* ...;+ »x ... .- „• . ' i . . 



• # 



1. *-' "i 



'■ ' ..!'». 



fo fanben wir unter be« <5oeffidwt^t r bec 9i^curfto|iSfürmel : ; : 



A .5= b ~ LA + .. A .,-. + 1 A « M? + *Ai , 



I • ■ » , » 



I ' 
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ober: • x 

A = f + AC-r) + A(-r) ••• + A(-' T ) ... + A<-i.) 

b, ^ um bcn htm ßoefficicnten beS Quotienten ju fürten , . berechne "man if)ti wie 
in bem einfahren §<itte> »p ber ^it>U>en& bfer^^itj^ar, afep fiatt Wefe fo ge- 
funbene ®r5ge at* üollffdnbigen Goefficienten ja fefccn, abbire man fie jimt hten 
Goefficieiffe&T btf £toiben|b8> r qeM[>*it~tfflm &tH>*t tywfc .ttftt XnfangScaefficientett bi* 
mbirt ^at 



• 1 1 . ■ 



O 



3* 83. man fca&e ^- 

v; «y» 5 / v/ = a + Ix +*a x . + ix. 



o 



wo A = l i$r f* fln* bte ft$fen, .pft}€ ^man mit jb«t fuetffifoen • S^fficienten 
be* auottenten wr&inbaj W*p, M* b^»imcWrf8f!lb^4tt.ej*aIttn/.^- f, — £, 4, 3 f 
unb man $at bafcer: 



I '- ,' . v. -i- *' / 



A = -i.+ i(-i) = - j 



1 ü - 



2 



A=sI-KtP+JH) = * . . 

A = -i + K-i)-i(-D + i.| = «f ■"•' ' 

«£at man fernm ..,.'..- 



. 1 



7 — 3x — ax a f 5x 3 — x* 



4 t x — gx 2 f «* t *** 

jUr«tttt>i<I*rn, fo flnb b* 3abt«i» buwfr fe«m Efrtbinbuirä bte fuoceflfoe»; Goeffidenten 

bes auotienrtn bmftmt »erten, — J, + |, — l, — |, fem« ijl A = J unb 

man $«TN9tf: j' " •. /-' ' :- 

26 



V 
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« „ 
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9 

ölfo iß ber ßuoticnt: 

7_— 3x — u 2 f 5x* — 

4 



r t4^£ + + Tiq^- 4 + *-»* + w* 1 - IH*' t »»*• + «* 



« * 

- • *. • 



S.- 60. , 

3nbej>'etite Be#fmmttitg* 



a * 



o 



2>icfe folgt unmittelbar <m* ber inbfpAtbfnteii Seftimtmirig bei tem einfa* 
4>ewi Saßt, »o *«r JDtoitonb brt Cln^it gte^- *ar- & tfh •-- 

»x *p ax..» ix .«i T - . *^ 

«Ifo » : , ■"""■' 

O * I affth « + t« 

bx + bx ...hx .. _ £. f-at iPr, i T-ai^ f »X 1 »t*k- «fk*\ 

a , I «t^hath» — « ^ f > U ;* J ...^V*« T bx . . . b , .. ^ 
■ ax ..,ax ••• .'..'». _ ' 

== IT Lbx "■* *•* vbp^t 1 *'^ t b pV/L 1 •♦]♦♦ «b pU 1 «»]««» 

■*¥;Cfc..r+ i)* -«+*•} 

fKatt $at ba$er ffit ben htm GoeffieteWea be$ Quotienten fotgenbe« fnbepeßbenten 
?fo$bni<f: 

wobei jt# bic dlmmU i, * *♦ *nf bi« ©rißen [-—], ["— ] *. briete*. * 



. 3* SB- ber erfle. SoefFicifnt -.._-.. .. • * 

3-ax* 5x»-3x» {( j _ *Gff .0-3 + (-2) , ■ 

2lw »fl iC I« • } — i,.»«rdj)e8«aUjtrt = — ,§ ig, ba$e* finbet man 

A = (-i-2).5 = -l 

5D« britte Goefficient ig = -*- '<'•••'••* : . - - i" ! 

A = ißCn. .1.3 + ;Cfe..].(-») +:pCti'..].5 + (-3)] 

Sfom ig: . v 

;Cü:.-.]= in wafiflrf«— "4 ' ' 

3*(l3) "*• * SS "• | 

3 * * = 4 f v ' 

* 

imb btc Summe- biefet tealitfrten gormtft ift' = V- i Sern« ijt; 

folg«* pC[i.J = — *•, **«* N m ™ : 
;C[i-3 = » reaWftrt == — ■ ; 
folglich wirb . 

5 

A = J(V-3 + MX-?) -h f-ö-5 +.(-3)) « 51 
wie oben. 

SBiQ man ferner ben sten Goeflta'ettten be* Etititienten 

beregne», fo if! biefet = * 

A » i(jC[i..].7+iC[l.'.].(r3>+ C-a)] 
9hm igY . 



|Cti.-3 — I! J. reoßfttt ss & + $ = H 



'i 



< ' 



i 



' * 
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Söfetter 3C&f$nltt. 



JC[i..] = i reoltjtrt = — {, ba&er 'fct gefac&te Goeffirient -=' \ (\\. 7 

+ (-i)(-3)- 2) = W«le _*«,' ^ 

Set vierte Goejfictent beffelben öuotienten ift: 

j[JC[r..].7 + JC[r.M(-3) + jCti-K-a) + {Cti..].5 + <-»)] 
9hm' ift : 



»C[i«.] = im reafijut = 



X 
Hl 



■ I 



= If 



«• 4 



_ z 

- Tf 

8t 

Ttf 

_ _ 5 

— - T "4, 



3- (112) 

M13) 
22 

4 
£ie Summe biefer realifirten formen iß = ^V*V gerner <p: 

jjC[i**] = in tealiftrt = — £ 
2.(12) 's s 

3 * * 

wown bie ©utnme = — x ^ s ift. 

4» • • • * 

A = J [\W-7 + (- W)(-3) + »(-*> + "<-*>• 5 <+ C-OJ = Uih »ie 

wir oben fanben. 






— — 5. 






§^ Bl- 



.. 1 



33 e Ji.im in u n fr fc e • Ä « M «. 



:'j ü : 



* t 



SBenn foroofct ber iDirifor, a» ber ©foibenb, ober au$ nur ber erftere mibe? 
ftimmt fortlduft, fo wirb ber Quotient gleid&faHS eine wibejlifonrt*,#!tyflbf f bw». (glie* 
bern befommen, benn ber inbepenbenfe ÄuSbrucf für ben hten Goeff icienten : 

' -i($c d'. . h° b : 4- h - p c ei . : .f. j ... ] *' ^'Cti .'.V b ,-. t) 

ift in beiben Stillen barfleBbar , wenn au$ , falls ber £ foibenb abtrieb, bif (efeten 
©lieber "beffelben, wegen ber ju o geworbenen ^oefßeknten b,„ fybjt atmtyilht tut* 
ben. Sjl aber ber Sitrifor in ^tnftc^t auf bie Zn^l feiner ©Weber begrenjt, *f* 



2) t fri f i o n» 
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wirb ber ßuotient nur fo t>i*l ©lieber ^ctben fönnett, alö et, benn aföbann tfl &6cfc 
flen$, wenn ber SMoifor k ©lieber fcat, 

■;(JC[i..k3-b + k -{C[i..k].b-..J) 
barfleHfrar, wenn babei bte recurprenbe SBejie&ung&on £ C [i ..3 ftatt finben foO, wie 
e$ erfoberlicfc ifL 

S3rid)t man nun ben Quotienten, wenn er unbegrenjt fortlduft f wittfü&rlid) 
ab, ober ^>at man., wenn er burefc bie Statur b*6 vorgegebenen %aUt6 fc&on von felbfi 
abbrechen foBte, alle möglichen ©lieber beregnet, fo iji erfoberlicfc, baß man ben SReft, 
welker bem Quotienten nod? $injugefögt werben muß, .noefc barftette* 

Saufen nun erjllicb Sioibenb unb Steifte unbeftimmt fort, unb %at man, 
wie efi jur SSefiwtmung be* SRejieS erfoberlkf) tfl, bie fucceffteen ©lieber be3 £uo* 
ttenten bis ju einem beftimmten ©rabe fc&on berechnet, b. 0. tn Seiten, ^at man: 

: -• x h . 

* b a-a TT a-a-fä XL »-afhÄ , 

iafa . h athÖ — —x + 11 * ••• + Jrtx 



a I af$ h afba 

bx +bi .,.-f^b 

a i AT« *» 

ai Tax ... -f- ax 



• •« 



b 



h-I 



h-r 



fo ift ber gteft, R, = ' • ' 

r 

/ a r a+H *fH\ (h »-«1£ «-«fbrv/ x af** *'t k *\ 

Vbx +■ bx ... bx ..y — ' Vi" * ...«■^■x y \ax + ax .».ax ♦ .♦ / 

JDaö «Probuet tfl: ' 

= \f + ... + (K. + K.< ... Kl ... K\-' + f .&■* V - 

-f- %**« "T" ,» ••• + ,, » •♦♦ T xv ' • + J~» » Jx 

Da biefe* 9>robuct vom Steibenb abgezogen werben foß, unb bie erfien h 
©lieber beffelben mit ben erfien h ©liebern beö Steibenb* fd)on tbentif* fmb, ft<& 
baber bei ber ©ubfraction aufgeben, fo folgt, baß ba6 erfh ©lieb be* gefugten 
JRejie* ber h + iten Goefficient be« ©teibenb« fft, wooon ba* eben fo $o&e ©lieb 
be$ 9)robucte6 abgejogen ifi, unb allgemein, baß man in bet Sifferenj -j»*fö«i bem 
h+nten Goefficienten beö 2>ft>tbenb§ un)> be« gleidfr fcofcen ©liebe* be« Drobutt* 
ben nten Goefficienten beS SJejfeJ $abe, fo, baß alfo allgemein biefe« nte ©lieb 

gefunben -wirb. 



/ 



- J 



•20b 



SBtcrtet Zbffynitt. ©totjion. 



3f{ aber ber Dtoifor in *bfi<bt feiner ©lieber begrenjt, unb tfr ber l)6c^jh 

h 
ßoefficicnt beffelbcn = a, fo wirb ber öoefftcient be* ntm ©liebe« be* JRefteS: 

»eil biejenfgen ©lieber be* 3fa*brudf*, welche ^6(ere (Soeftcienten , al* ben hten ent* 
gierten, annifyüxt ftnb, 

2)a in biefem gälte, wo ber £it>ifor h ©lieber f)<xt, ber Guotient b6<fcften* 
eine gleite 2Tnja^( fjaben fann, fo toirb ba* f)robuct au* bem £foifor in ben £tuo* 
tknten 2 h ©lieber baben unb fcafjcr bem JReffe biefelbe 2fnjabr jufommem 

3ff nun entriß aud) ber $>it>ibenb in Abfielt auf bie Jtnjabl feiner ©lieber 

befd)rdnft, fo wirb in bem inbepenbenten 2Cu*brudfe ber ©ubtrabenb, b, fall* h+a 
grißer iji, al* bie gegebene 2Cnjabl ber ©lieber be* 2)toibenb*, toegfaOai unb man 
bat al*bann nur nßt^ig, ben 2Cu$brudf : 

h h-I n , 

K: + K'.*'...Kt 

mit entgegengefefctem 3ei$en )u fefcen. 2)er 3Jc(l fat att$ bta eben fa biet ©lieber, 
al* ber ©ioifor. 

SBir fanben j- £*♦ 

ber JRejl »irb au* 4 ©lieber» beßeben, welcbe fuccefftb in x 5 , x*, x? f x« mulfc 
plicirtflttb. »eriangf man }♦ 85. ben Goefpcienfen , welc&er ju x« gehört/ fo ift et: 

- C(»»)(-9) + (-!»).• +'W-5l = VüW 



SM««« 3Cbfd)H.ttt. 

spotenjfirwta, gufammettgefegter formen, spotynomffc&er 
«nb &faomtf#er £cf>rfa$ für gange pofttfoe ©^onentem 



$.62. 

3nbepenbente {Bc^immung bec (Bliebt* eine* auf eine $oten| ttycUntn ^olpnomü. 

©efcenft man fu$ bie 3tei&en , beren 9>tobuct wir im bor&erge^enben Ab- 
fc^nitte betrac^t^t fcaben, affetbentifcfc, fo entjfe&et eine 3>otenj mit ganzem pofttix>eti 
Crpiment: 

/o • I af $ h « + L5\k 

» Vax ■ ?x ..♦ ax •., / ■ 

SBfr fanben allgemein baS h(e ©lieb be$ $robuctS, ober baftjenfge, »elffttf 

x kaf hd entyttt, = h V[o~].* kath *, e8 tfi alfo Kar, baß jtcfr biefer Coeffi* 
cient, weil nun äffe (Slementenreifcen , wwnS er gelittet iß, tbentifö fatb, m 

- k 

pC[o..] DerwanMe/ fo, baJF alfo: 

a*+2^+.v*^=;c[o.j;x^ + ;ero.o.* u .tv»Q*-^^ 

3jl « = o # J = i, fo frat man alfo: , 
gfo * s i, * = i ifr enbli<&: 
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Ca + .v ... + ;."*. , .) l =;C[o..]- k +;C[o..]x't. i .5C[o..]^H 

ober, wnn ber Slang eme§ iebeh Soefficienten ber 83aft* um eine (Sinbett er$6fret 
wirb, fo ftnbet man, wie bei ber Stoitiplieation, (§. 54.) 

C. +L'....'.V. ] l = JCt. ..]«*+ »»{Ck ..]x 1 *" •■• + Mjau«!* 

Sa* ^6d?fle ©lieb ber $otenj finbet ft* fcier, wie bei ber SRuttipÜcation. 
Sauft bie S3öp unbegrenjt fort, fo ift baffelbe au* mit ber 9>oten& ber Sali, bri*t 

fte aber bei bem ©liebe ab, wel*t* x a+h * eitttftt, fo ijt_ba* *6*jte ©lieb baS* 

k 

ienifle, welc&e« x kÄ + kh * inj* begreif 2>er erjle Goeffieient ift jC(o..] = o k 

unb weil bie Elemente gactoren finb, eine 9>otenj = °k. 

SBtr ftnb alfo im SSeft^e einer tnbepenbenten Siegel jur 33ere*mmg jebeS 

ßoefficienten einer gewiffen $otenj eineß $otynomii. $at man j. 83. bie Voten} 

(k — 3X 8 + 7X 3 — x*) 3 ju beregnen, unb bawn baö ®(ieb ju entwicfefa, wel* 

3 

*e6 xs in ft* fließt, fo tjt biefe* = JCl>"4]-* 5 . 9ton ift 

5 

JC [1 • «41 = 3- ("3) WÄflffrt = 21 

3.(122) * * = 27 

alfo ber Goeffitient be$ gefoberten ©liebe« ift = 21 + 27 = 48. 

Verlangte man ba« ©lieb, wel*e* x 9 ent&ält, fo ift ber Öoefficient = 

3 - . 

^C[i-4] Ä 3-044) ttaüfixt = 3 

6.(234) * * = 126 

333 * s = 33 6 
unb fotgli$ ijt ba« gefugte ©(üb = 465 xv 

SB&rbe ferner »on ber 9>oten$ 

(3 — 2X + 7 x» + 4 x» — 5X+)+ ' 

baSienigc ©Heb »erlangt, weiftet x' enteilt, fo ift ber Goefflcient = 
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8 

P 



C[o. . 4] = 6. (0044) reoKjTrf = 1350 



* 1 



24.(0134) s t — 


2880 


12. (0224) * *- = 


— 8820 


12.(0233) * * rs 


403* 


12.(1124) * * =: 


1680 


6.(1133) * * = 


384 


12.(1223) s « = 


- 47<>4 


(2222) s t = 


16 - 



Sie Summe ber negativen 9>artiafyrobucte tf! = 13524 , bie ber potftfoen = 10342, 
affo iji ba* verlangte ®tieb = — 3183 x 8 . ~ . 



ti - 



• i.' 



Stecurrtrenbe 83 e jt f m m ts 11 9. 

* • 

Sine reeurrirenbe Siegel jur SBejtimmung ber ©lieber tirut ju einer f)otenj 
erhobenen ftatynomü, b. |» eine folc&e, toermdge beren man an* früheren Goefficienten 
ber entroicfelten 9>otenj einen nac&folgenben eben berfelben berechnen fann, bittet bie 
urfprüngK4>« SBetrac&tung nid>t unmittelbar bar* Qt Umtat tytr alfo barauf an, ben 
ttebergang Den ber recurrirenben SefHmmung jur inbepenbenten ju machen. 25er bis 

bepenbente »uSbrutf be* hten ®fiebe* ber entwirf e«en 9>otenj : [ ° x « + J /+* J /?**j k 

k - - # 

||t JCC°^L w * ei M W* dltuuntt o, 1 .♦ auf bte befannfen Goefficfenten 

01. . • " \ 

a, a ♦ . bejiefcen. Sonnen mir alfo eine Stege! auSftnbig machen, t>erm6ge beren mm 

k k k 

au* ben fueeepen gormen-Snbegriffen: jC[o v ]# jClP-L- h ~*C[o..] ben 

nad)fotgenbcn £C [<>♦•] abzuleiten im ©tanbe fft, fo fraberi mir ba* gefunben, mat 
mir fugten, benn jene formen Inbegriffe ftnb bie fuccefftt>en '$ofynomialcoeffieienJ*n. 
SBir fanben (§. 41. ©♦ 123.) bie allgemeine StecurftonGfotmel : 

27 
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$finfter %bfä)tiitu 



k k-I k ~* 

JCCp.'] = > "JC[P-].P + •-.. + h ' <pt ?C[p.0-(p +r) ... 

k-i 

+ (k - l} 5C[p-.](h-(k-0p) ' ' 

€5e|t man barin p = o v f o wirb fte: 

1 k-j k-l k-I k-i 

}C[o.".] = JC[o..]o + h "JC[o-].i... + h ";Cto..]-r..-;Cto..].U 
JBtefe 83ejie$ung , wcfc&e atterbing6 eine 9fccurjton6formel unter ben ftolpno* 
mialeoeffieienfcn ijt, t?at j*b<wb ni#t bie $orm, welche wir filmen, frenn fle leitet au« 
ben fuccefffoeh h ßaefficienten ber k-iten 3>otenj ben hten ber kten 9)otenj ab> 
wdbrenb biejenige, welc&* $ier verlangt wirb, au$ ben h erjien Goeficienten ber 
k-ißen Dotenj ben h-|- iflen eben berfelben 9>otenj berfoireu foH* (Sine fol$e 
Sonnet Fann aber aus obiger SSejie&ung &eroorge$en , fobalb bureb irgenb ein SWittel 

k 
bewirft »erben fann, baf JjC[o..] =x> wirb, benn aßbann f)at mdm 

k-i k-i k~i k-i 

o= }Cco..].o + 4 k -;C[o..].i-. fc ";Cco-].r.-.;C[o..].ii 

folglich : 

^ t k-I k-I k-I 

' ^C[o..]= - h "jC[o..].t +'"pC[o.-3-g->-pC[o..]-h 
eine StecurjnmSfermel wn ber gefeierten ©ejlatt, 

k 

Um aber £C [<>•♦] 5« anntyitiren, wollen wir bie SSorautföung , magert, 
bafl ieber 2$ei( ber JReeurfian* formet mit einem eignen gactor, b. &. tut einem 
folgen muttipticirt werbe , welker t>on ber ©teltenja&l feines ©lieber abfcdngt , ober 
eine Function bfefer 3a&I ifh Um tiefe Annahme fo einfad) al* m6g(icb ju machen« 
mag bie Function bie einfache fcpn, welcbe man barjfellen fann, b- b. eine atge* 
(raifebe rationale ganje Function, .unb jwar Dom erßen ©rabe, fo, baß affo tiefe 
für baJ rte ©Heb b-f rd, unb baber für ba$ ofe b, für ba« er|te b+d i% u. f. w. 

JDieWeeurjtonSfcafe tff atfo, nac&bem biefe 2tnna&me reatiftrt ijh 

: k-i ' k-r k-i k-i 

b. IC [o . 1 o + (!>+'<]). h ~p C ta ]. i . . .+ <b + rd) h ^Cto,.]r.+ (b+hd). °Qo,].h 



$ o t e d } t i t*.« V g'. 31*. 

Um iefct ju ernennen-, wie bur* biffe %mafwe We 9?ecur{ton6fcafe, ober bo* t>? 

k * * ■ r 

gleite pC[o-3 wrdnbert worben ifl, motten »fr aus £C[o».] irgenb eine gorm 
M/beren spermutationSja&l = N ift, ^ewor&eben, um ju fc^cn # wa§ biefe.für eine 
©erdnberung erlitten f)*t. 3uerfl ijt erfoberli* ju »iffen, aus weld;en ©liebern ber 
WecurponSfcale bie mit tyrer 9>etmutaiton$ja&l N serfebene gönn M ^errfi^rt. 
®ie StecurfumSformel : 

k k-t - k--i k-l . k-i 

-JCto..] = iC[o.0.o + h "JC[o.O.I•.• h 7C[o^^r•^;C[o.O•h 
Iff «iSr 

^ k-l k-l i% k-l k-t 

>VV.l = h V[o.,Lo+ h - | V[o*.].i ... + ,l " r V{o t ]-r.-+°Y[o.].& • 

k 
entfianben. 3ebe gorm aui h V[o\ .] erf*eint in dien i&ren Serfefcungcn, bat alfo 
na* linb na* jebeö iljrer (Elemente in ber testen ©teile (§. io. ©. 22.) unb ifi ba&q; 
' au6 aßen benienigen ©liebern ber JRecurjion entjtanben, beren ©tetUnja^len . mit bw 

SRangjablen tyrer ©lernente fibereinfommen. 25te SJccurfionSformel für }G[o..] iji 
aanj biefelbe geblieben, man %at nur alle bie bem 3nl;alfe na* gleiten gönnen 
jufammengefapt, unb i^m bie 3a&l als gactor beigegeben, wel*e i&re 2»enge au«. 

k . '-"*.• 

fcrücfte. Sebe einjelne gorm au$ JC[o*.] wirb alfo au§ ben ©liebern ber 3teatr* 
ftratfeale entftanben fepn, beren ©teOenia&Ien mit ben Sfangjafclen i&m ßlemente 
jederlei finb. 

glimmt man alfo au* }C[o..] irgenb eine mit ibrer »erfefeungSjabl , 
N, rauttipiieitte (SombinationSform fcertjot,. fp »erben atte jene ©lieber ber «ecut* 
fiartffcale btefetbe gorm rmt cinev ^niffn spennutationSjabl enthalten, unb bie 
@umm« a8*r biefer $erreutation$aftblen wirb = N («ptt. 

Um.alft }u erfahren, rote burdb, obije Hnnabnte irgenb «ine beliebig«, mit 
ihrer 83erf«$uns«iabl, N, multiplicirte GombinationSfprat , M, »erinbert worben ifi, 
nehmen »ir an, baß fte allgemein «n.rtei eiement enthalte, fo, ba£ alf4> : ein 2b*K 
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von N.M <urt bem rten ©Hebe ber Staurfton $errö&rt. jDfe 9>ermtttatfon*ja&!, 
welche tte gorm im rten ©liebe betffet, fanii lefc&t beregnet »erben, wenn man nur 
weif , wie tuet mal ft<b bie demente ber gorm o&ne ba« rte »erfe|en laffen. 3fl 
biefe« rte dement noc& in ber gorm enthalten, wenn permutirt wirb, fo ifl bie 85er* 

fefcungSja*! = NV unb biefe ift = x ., y , 1 ;. 1 > V 1 k ,, < ,, r^ wentt ba * rtf ® cment * | 

bie übrigen p, q mal u. f. w. oortommen; nimmt man ba« Clement r weg, fo fcat ] 

man no$ k-i demente, unter weisen, inbem alle* übrige bleibt, ba* rte Clement 

9-1 mal öorfomrat, unb bie $ermutation«ja$l tjt aKbann , / I '\\ ( \" 1) = tt « 

i • • \<p ~ */• i • • p« • • • * 

3fuö bem iteri ©liebe ber 9teeurflon$feale er&dlt alfo N. M ben Zi)C\i |N,M unb ; 

ba biefe* ©lieb burcb bie £wotyefe noc& ben gactor (b -f rd) annimmt, fo folgt, 

baß bat rte ©lieb in allem ] 



(b + rd) £. N.M = 



_ 1>9> f r$>ä 



• NM 



k 
ju'bem beigetragen $abe, worin bie mit i&rer ^ermntationSform N wrfefcene gorm 

Mf burcb obige tfnnabme oeränbert worbe» ijl. ©efct man alfo nun ffir r , (folglich 

aucfc für O äße SBertfoe, weld;t e& annehmen famt, in bie gormel unb abbirt alle 

biefe Steile jufammen, fo wirb man baSjenige bargejtetlt babcn, woju N.M bur$ 

bie 2fnnabrae öerdnbert worben ifl. SBiH man aber bie ©rijjen, welche entfielen, 

wenn man in by f ryd N.M fftt 9 unb r alle SBert&e fefct, abbiren, fo wirb 

biefe« ein £3ru<$ werben, welker ben öden Streiten jjeraetnfc&aftlfc^en ©ttifor k unb 
gactor NM entbält, w<$brenb ber 3i$bfer au« jwei feilen befielet, wovon ber crjle 
bie ©umme aller 9 mit b multiplicirt, ber aweite bie ©umme aller i\<? mit d mnU 
tiplicirt enthalt 9lun fann man aber bie einzelnen Sßerfbe »on r unb 9 nid&t an« 
'geben, weil man nid>t wei£, welche demente bie beliebig angenommen* gorm M 
entölt, allein bie ©umme oon <p unb r? ifl befannt. £tnn wenn man für ?, bie 
Snjafrt ber rten demente in ber gorm M, alle SBert&e fefct,' bie e« annehmen fann, 
b. t). fid) alle bie Safclen gebenft, welche anjeigeri,^ wie Diel mal jebeö Clement ber 
gorm M in berfelben entbatfen ijt, unb biefe 3ablen.aufamm^nabbirt, fo wirb man 
bie 2fnjabl aller in M enthaltenen demente, ober ben Ätajfen*(£rponenten, k, er* 
)altm. 35a« $robuct i\* jeigt bie ©umme an, 1 wel#e bto* bie rten demente in 
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ber fform M barbiefen, fefet man alfo für r unb * alle SBertye, unb abbirt fte jn* 
fammen, fo wirb man bie Gumme erhalten, welcher bie $orm M angehört, unb welche 

ä Ei tjf. ©cfet man bafcer in bem ttuebrutfe by t . ry - d t N.M für r unb * alle 

Bcrtfie, fö triftetet ^l+^L*.N.M,'unb bfefe§ scigt an, wie NM bimfr obig« 
Ähnabme Derdnbert worben ift. @ine übe mit tyrer ^ermutationSjabl »erfe&ene gönn 

au* «C[o..] nimmt bafcer burcfc bte tfnnabme, baß bie fucceffwen ©lieber ber 3?e* 
curfionSfcale na$ unb naty mit b, b -f- ü t b + sd ♦ ♦• b-f-rd multtylicirt, wer* 

ben, ben g«lor * k * ** an, fonberf man biefen gemetoföaftficben fjfactor ab, um 

k 

tyn bem Snbegriffe afier biefer #oflnett, £C [<>•♦]* wieber aorjufefeen, fo M man 

k 

fn bem 2fo8bru<fe bk t hd « |>C[o*«] baöjenige, woju ber anfängliche Äuibrucf 

butd) bte gemacbte Annahme »eranbert iß, fo, baß man allgemein ftnbef: 

*i±Jl5 # JCto..]= b,JC[o..lo+ (b+^^-jCCo..]' ... 

k-i - k-i ■ . '■ 

(b+rd) U -;C[o..]r...(b+hd).°Ci:o..]h 

k 

Sefet fetjrt bie obige grage wieber , wie £C [<>♦,] annifyilixt toerben Unnt, 
ober wie man b unb d 'tfnjuridj'teri 'fcafoi bamif bk + h*I jü o'wirb. 2)iefc< 
wirb aber offenbar ber gatt fe^n, wenn b = — h f d = k iß, aWbann Wman 

• • k-i k-i 

o = -» h,jC[o„]. o +-(-h + i) h "jC[o..].i .♦♦ 

k-i ,• k-1 , . , 

(-h-J^k), k ";C[o.,]^-ir(-h+ hk) °Cto..]h 
alfo: ""'".*.' 

* ; k x ' ' k-t ' ' : ' ■ klx k-i 

*C{ü,.]Ä (- h +^ ^?C[aqi^+ (-h+rk) h -;C[o..1 .»^+ (~h+hk) °C[o„ ]h 

h.o 

eine Staui#wi*formel ttn ber gefoberten iSteftolt unb CigenfE&aft; bie »orauSfefcung, 
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n»cl«c wir jnt «nni^Iiruna beä 3Cu§t>ru<f« JC[o..] matten, »irt> t>a$e* t>inr# 
biefen Eingang ber Unterfud&ung gere^tfertiget. 

X 3 

SBenn RA alfo bie etemente o, i ... auf bie ®rjjkn a, a, a ... bejiebtn, 
tmb biefe als gactoren, bie* gormen ober aU Steife gebadet werben, wie e* bei ben 

k k ' ' 

g>ofynonrialcocfficientcn, £C[o..], £C[o..]- «• f- w - ber Satt ijt, fo bat man 
für bie bte biefer ©V6j5cn bfe recurrirenbe SBejte^itng: 

k k k 

,C[o..] = 2 — a — ' : " 

welche gormel au6 ber obigen tntjiej&et , wenn man 'für k ben. SBetfy k + i tmb fftt 

I 3 

bie naefoufefeenben (Sfemente o, i -.. bie ©rJßen a, a, a .♦ fubjütutrt» 

SBenn man baber tim allgemein auSgebrucfte 9>otenj folgenbermaaßen ftngirt: 

o i - h 

f a . I Äf«k a+hÖ]k _ A ka A kaf$ A *«fh* 

Lax -f- ax ... «x ...J — **x + n l .'.. + -"x ••• • 

. I a - • : * 

fo 1)at man unter ben ©rifjen A, A .. fofgenbe SiecurftonSformel: 

h h-i h-r o 

A _ (k + I-h). A a f + .,.' + (rk + r -h). A* »-» *+ h k.A.» 

a^li- 

. ®a« 2Cnfang8glieb ig, wie fofcfce* au$ bei ieber 9?ecfirjlon $«fobert wirb, 

fefron befannt = a^ x\ a «. 

iDiefe SRecurftonöformel gilt für jebc gform ber 9>oteit}, benn man mag * 
tmb «? annehmen, wie man will, tiefe ©rößen $aben auf bie Stamrjton feinen Cinfluß. 

3|i ä = / = i , alfo bie f)oten j : 

r i ■ i 3 J h hfr-ik' 
L*x -f-ax.,.ax.».J 

tmb man Witt bie Goefficienten fo. bejei#nen, baß ibre 2tabice9 mit bem e^onenteit 

•k 

t>on ^ibereinfommen,, fo bleiben äffe ßoefficienfen berentwidfetungi SCto-1, 

k 

£C [e.-L twt werben, ba jefct jebc* Clement einen um i $£$eren 3ta% awdmmt. 
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bie Summen »eipotwnten um k einleiten gr6fer »erben , : tmb e* uero«nbett ficfc ber 

•■• - ■ * , " i ' ■ • , 

hie Soefficient JQ[o..]»n kt }C[i..] ««* - 

. k l ' k 

h Qo..] = (^t- 1 ') h "{< fr-3- ' -f -*(rk-K-iij. *pC[o..3l.-.+ kl.. °C[o-0 



h 

in: 



a.h 

unb man |iat ba&er na$ tiefer Seränberung ber Soefficienten ber S3aft$, wenn: 

o i h 

rn,22 iih 1^ _ A k 4. A k t» A k + h 

Lax T ax ... ax ... J " — -"-x ~ -**x •.. -**x 

O ML ' • ^ / r • 

ijl, wobei A = £C[i»«] = i k = * k gefunben wirb,-We ffiectirjionSformel: 

h-I ', •- h-r ö 

A iE : 

3jt bie Xnjafct ber ©Heber ber Saft» begrenjt, fo fallen in ber »eätrfio* 
olle btejenigen ©lieber weg, worin bfi&er* Soefficienten ber JBaftö aorfornmeri, at* 
»irftidfr t>orfc«nbe» fmb, wil man #c& tiefe = o gefegt twjkBen tarn. 

3. 83. 2>er erftc Goefficttnt be* 3Potenj . , 

o 

i a 3 -4 » • • 4 — * " " 

wobei a sc x, a = ~~ 3, .a = 7, a =s — i mjb Ä ~ 

ijt, wirb gefunben; 



o 



Ä = ^ A »{~3> = — 



i 

Seme? : 

4 _ a-A.(-3) + 6A-7 = ^ + "^ =48 * 



/ 



Uld gfilnfte? %bf$uitL 



A = , 'Ä.(-S) + sA.7 + »A(-i) = - T 44-3i5 ^9 Ä _ I56 • 

3 2 1 

t _ o.A{-3) + 4-A.7 '+ 8.A(-i) — 336 + 18 = 354 

A — ; r 

u. f. f. 

S3ei tiefet ä3ere$mmg ber ©lieber fann man, fo trie bei allen rectmrirentett 
SBejtimmungen? einen einfachen 9Recfcani$mü* anwenben, wie biefe* att* ber Stttuu 
pon*fcale leicht einjufe^en ifh 



& 64- 

ffitnomffc^fr Se$rfal für ganjc Gfcpoitfnten. Äinomfalcofffictente«. 

25et btnomifd^c Sebrfafc fielt bie Gntwitfelung ber 9>otenj einer snmtyeißgen 
©rifie, (1 + x), bar. ®ap biefeS nur ein befonberer ffaH be$ potynomift&en Sefcr* 

fafce* ijf# (endetet foflIeic& ein, benn 1 + x entfielet au* bem 9>otynom ax Ä +L"t* 

«x ... » wenn man a = 1, « = o tmb J = i # a = 1, fo wie alle fofgenben 

3 3 ' 
Soeffieienten a, «.02=0 fefet. SBitt man alfo bie kte 9>otenj be* Stnornn r + x 

berechnen, fo fege man in. bem allgemeinen 2fa8bru<fe für ben hten (Soefftctenfen ber 

Cntwicfelung eine« spofynomü fit a f «, / n. f. w. obige SBertye, fo wirb man ben 
üten Goefficienten t?on (1 -f- x)* fcabem 

8Ba« jüerjl bie gorm ber <Sntwidfefong betrifft, fo ijl fTe 

i + Ax x + Av ... T 

welc&e* entfielet, wenn man in 
bie M&wi$Un SBert&e fegt. 
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Stimmt man nun btcfelben ©uj&jft'ttitiouen fnit ber allgemeinen . 9Jeeutfton«for* 
mel bor', fo uerwanbelt (Je jtcfc in: 

^ = o-K ■-» a: = fcLuA» - 

a 3 

totil alle folgenben ©lieber mit ben = o gefefeten Gocfflcienten a, a 4 . teuftet ftnb, , 
SBir ^abert alfo jttr ©erec&mmgber Goefficienten binomiföer $otenjen eine 

Recurßöttfformel, wefc&e iefjrt, wie man anö bem n<ic&fh>or&erge$enben ben unmittelbar 

nacfcfolgenben bcjlimmen finne. 

o 
3. S3, 66 »erbe (i -f *)' verlangt, fo ifl, ba immer A = i ifh 

A = [^] A = M5 = so 

4 x 3 I 

A = [ 7 ; 4 jA = |.ao =j 5 

u. f. n>. 

3jlh = k+ i, foip 

kfi k < r 

A •- Mf-frt') A=o 

k + X 

tmb folglich werben auefc alle folgenben = o, weil ffe an8 ber STOultiplication mit 
ben t>or$erge$enben entfielen , bie Ite 9>otenj »on * : + x l)at alfo nur k ©lieber 
na$ bem.anfdnglid^ett.. 

X>uxd) biefe {Betrachtung ftnb wir auf eine SteeurflonSformel geFommitf, ber« 
mJge welker e« leidet ift, bie fuecejftoen Goeffieientett cineö ju einer spotenj erhöbe* 
nen SSinpmii abguleifem ffiirb eine inbepenbente Sejtimmung be« £>ar&ufieffenbtii 
«erlangt, fo muß juerjl bemerft werben, bap allgemein ber hte öoefficient t>on 

28 
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v 

(t 4. x ) k wt k mtb h jttfammengefe$t feipn mfiffe, bag matt i$n alfo bur* 

h 
k A bejie&en Wnne. Sa man nun für btcfe ©rigen bie Steeurjtou 

' h k-i 

k A = k ' k t' k A « 

bat, tmb auf biefelbe Seife au* bie ffacultdten mit ber Saft« -x recurriren würben: 

k #- = k §V(k + ,.h), 

wenn nufct ber £>foifor h in obigem 3Cu*brutfe wate, fo flehet man leidet, baff biefem 
Umjianbe balb abgeholfen werben Finne, wenn man nur auf beiben Seiten ber legten 

@lei$ung mit p multiplieirt, benn alSbann ijh 

h h-i 

-hkcw-i = -(fc-0 k 3Sr x LLLzt 

h 
eine 9?eatr jtonäf ormef , welche mit ber für k A ibentif* ijl, fo, bog man alfo 

k A =-M.) kt.^« 

pnbet 

h 

$fir h = o iji k A = 1 unb ba&er: 

1 = ;* kfn $- 1 ober * = *^' = k t°$M . 

Da fiter bie JBafen ber beiben gacultdten t>erf*ieben fepn muffen, fo folgt , baß bei 
ber @Iei$beit berfelben bie (Exponenten = o fepn mfiffem Um au* bie Sonjlanfe / 
n )u beftimmen, fefcen wir in bem 2Cu8bru<fe: 

- ii 'i • 

ffir h ton ©<rt$ 1'; alftann wirb k A = k, tenn <$ ifl k A = k. k A = k. 

folglity §at man 



k = k t n g- I ^k + a 
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atfo ifi au$ n = o, unb ba$er: 

h h 

kA _ .bkffi:: ^ >(k-l)...(k-(h-l)) 

A ~ p- O h.(b^i)^! 

9Ran bat ba&er allgemein: 

£iefc burcb bu $eönutatiütt8jabl ibve« OrabeS bfoibfrten gfaeuttdten nennt man 
WefeS ßafce* wegen ßinomialcoefficienten, unb bejeicbnet jie fefcr fAitftöb 

burcb ba« beutftbe 85, fo, bog affgemem ^ = Kk-.).-.(t-(V-i)) b<t ht< 

JBinomiatcoeffictent ber kten $otenj genannt w'rb. 
9tacb biefer ©ejeicbnung ijl alfo: 

Die gacult&en geboren ju ben merfroürbtgjien abriefen ber tfnatyfft, unb 
tyre ©igenfebaften unb gegenfeftigen SSejiebungen ftnb in bobem ©rabe mertwfirbig. 
Wan fimmt bei willigen anatytifcbm ttnterfutbungen aup btef« 3ab(en, ttnb bie 
genaue Äenntniff tyrer SRatiir i|t ba^er bem TtnalytiUv fefrr »iebtig. . • ' 

SBir baben febon oben gefeben, baß bie bmomtfdje S?eit}e, fobalb n&mlid) ber 
<fryonent, k, eine ganje pofitfoe 3abt ift, mit "bem kten ©Hebe nafy bem anfing« 
Ifofrtn abbricht 2)iefe Sebauptung rechtfertiget fi$ aueb bureb bie inbepenbente 85e* 
Kimmung } binn e* ift 

* Q» — I) • • • z 

unb alle folgenden Soefficienten .werben gfeftfr JaHS beri gactor k-k=o fn fty ftyließem 
SKan $at: 

k-h 
ktf> _ k(k-J) ,,, (k-(k-h-i) _ k(k-i).,. (h f i) 

•P (k-h)(k~k-i) ♦.. i ~ (k-b)(k-a-0... i 

Serner bot: • 

k SR = k(k^i) ...(k-M)) 

«^ h(h-x)..,i 
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fünfter 2C£>fc^nitt. ^otenjüning. 



Stehet man t»cn hten Stnomtalcoefftctentnt wn tan k-hten ab, fo l#: 
k-h h 

kgft -Kg» — k(k-i )...(ht Q. h > (k-i)..i _ k(k-l)... (k-(h-i))... t __ 
«*•' .•*"* (k-h) ... J.h ... 1 (k-h) ... I. (h..i) ~~ 

2)a mm alfo k $3 &* hte Goefficient, t>om €nbe ber JRct^c geregnet, ijl, 
fo folgt, baß bie (Soejfiaenten ber Smomialrei&e, welc&e um gleich viel ©lieber *om 
Anfange unb (Snbe ber JRet&e entfernt finb , tbentifd) fepn mfiffen. $at man ba$er 
erfi bte eine ^dtftc ber Steige beregnet, fo tfl babur$ bie anbete gegeben* 

£at man 3. 83, (1 + x) 10 5« beregnen, fo ijl ber erjle ßoeffictent nad) bem 

1 a 

anfänglichen = l0 §& = 10 , ber «wette = 10 §& = ^- 9 =45/ *« ***** 



3 



I, 2» •) !• 2« «• • * 



tot 



fünfte «nWicb = IO |ß" = J -^T~ = 252, alfo ijl: 

(l + x) x ° = I-J-IOX + 45X 2 -f. IÖOX* -f" 310X* + 252X 5 -f* 2I0X* + I2ÖX* 

+ 45* a + iox» + x x ° 
SHfan ftctlt geroitynlirf) ben btnomtfc&en Cef>rfafe in einer anbern ©eflalt bar, 
titbem man bte 83aft8 ni<&t i + x, fonbern a + b fefet. ©ubflituirt man jebo<& 

für x.ben SBertfr t , fo ijl d + x) k = (i + L) k = ^( a + b) k , folgltd) 
ffat man: 

,. J (i -+ ^ = x +■*»-* + k ^[^? ... + *$£]'... fr] 1 

alfo : 



©ec&Stet Äbft&nitt. 

SSott ber tfuStfeftung ber SSttrgefa <w8 $ufammett3efe(jtett 
formen* spofynomtfd&er unb bmomtftyet; £ef>rfa$ für 
gebrochene unb negatfoe (grjjonentem 



§♦ 65* 

Stcorttiini« 8t^fnnitii|, 

CS ijl Mi ber elementar* 2Crttb?netit befannt, V a = a», ®"* aI f° 
bte Äu6j(etuna ber IBurjel allgemein be8 nten ©rabeS aus einer gform: 

• X ■ «X ..♦ » IX ... 

»erlangt, «nb man weiß (° X Ä -^. £ x a .t* + ax^t^.O" * u to^fa« 1 ' fo bat man ba* 
©efud&te bargeflettt. % * SBir fraben ben potynoinifc&en Seferfafc im wrbergebenben %b* 
fc&nitte ftreng abgeleitet, attein biefe Ableitung, erjireefte pcfr nur xiuf ganjt yofttitie 
Opponenten, will man ifcn aitc& auf gebrochene unb negative Cfrponenten auSbebnen, 
fo bebarf e§ noeb einer Unterfuc&ung , ob baburcf> bte 2CuSbrü Je für bie ßoefficienten 
biefelben bleiben, ober ob fte baburefj eine anbere, t>ieKeu$t Don ber erjiern gänjlicfc 
berfefciebene ©eflalt annehmen. i / 

SBir bürfen im SBorau* ben ©afc * auf (letTcn,/ wetzen -n>fir fogleicfc ftreng be* 
weifen werben, bafi bte , abgeleitete SRecurfionSformel jur Sere^nung emeSijeben $to* 
lynomialcoefficienten ganj biefelbe bleibe, ber Cjrponcnt fep tim ganje ober gebrochene, 
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pofttiw ober negative 3«bl, b. b. »enn man eine 9>Qfen} eine« $o(ynomü ju Utt$* 
nen bat, bejfen ßjrpontnt -m ober - ifl, baß man nur nJfbta. babe, in bie befanntc 

StecurftonSformel für k ben SBerty — m ober - j U fubjlttutren, um ben htm 
Goefficienten bcr ju entwitfelnben 9>otenj ju erhalten. Um biefeö barjutfcun , brauet 

man bie Sticfctigfeit bet Keeurflonöformet nur für ^ unb — i 311 beweifen, benn, 
wenn bie Slecurtfotröformel für beri Gjrponenten p biefelbe bleibt, wobei wir unbe* 
ftimmt laffcit , wa* für eine 3afcl p tfl # fo wirb fte aucfr no# für np getten, wenti 
n eine ganjc pofittt>c 3afct iff, benn baburcfc wirb feine SBebingung in Xbftcfct anf 
ben Gfrponente» Beriefet, p wirb baburcfr weber negativ no<& gebrochen, ©ilt ba&er 
ber Safe für 2- , fo wirb er au$ fftr - ♦ n = - gelten , gilt er für — 1 , fo wirb 

er au$ nö$ für (-x).n = — n feine Slu&tigfeit behalten. 

Um aber ju jeigen, baf jur SJerecfrramg be* hten Goefßcienten von 

Cx a + f *t*)* bit 1* lbt Stowrjtonöformel, wie bie für ben Cjrponenten k ange* 
wenbet werben fann, ffngire man bie 9>otenj: 



fp tf: 



&- + iS*XS*^*=A* + A*'*1 A.'t. fc . d 



IS + J/.t f ?/*!:* = CA«- + Ax*+ d A» 1+ ?.tr 

' Die $otenj mit beni Gtyonenten in wirb na$ ^otenjen von x folgender; 
maafan fortföreiten: 

B« mm + B*"' + a ... + B* mÄ *•" 

■ • • • 

©oD biefe Steige mit ber oben angenommenen S5ap$ ibentifefr fepn, fo muß fte juerft 

ber Sorm naefr mit i&r fibereinf ommen , b. $. e* mub ma = d, alfo a = - 

unb d = * fepm X>ann mfiffen glei$ ^o^e Goefpeienten in beiben gleicb fepn, b. &. 
man fcat allgemein: * 

I r h 

i ■ " . : («"».» 0^; X A + ■>* + (rm -h + r). k ;;A .,, + h.tn.A. 



h. 



o 

A 



» . .. 



i 
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°A __XA + (m.h+i). h ; I A..-+(rm.h+r)>; r A-.-+((h-i)m^ 

• ]} |lX "™~ — ■■ ( i n ■ ■ 1 ■■■ ; ■ — 1 .. .i ■ 1 1 ■ ■! 



h-I 



m 
h-r 



(hm-m-.l) I A 1 (h-r)m-ht(h-r) r A JL "^'H 1 k- 1 A _ *. * A 

= - G~'>+i)lÄ...-(i^-h+r).;A...~((h-i)^-i) l ^A-h^A 

alfo ^at man : 

Ua 

unb tiefe iji biefelbe JRccurftonS formet, wie bie, welche toir für ganje Srponenten 
abgeleitet t)a6en. fflförb ba&er gefobert, bfe SBurjel atigemein beS nten ®rabe$ au* 
einer gettiffen gorm ju jiefcen , fo Fann man ftc& baju berfelben gormef bebienen, 
al$ man beim ^otenjüren anaanbte, unb jtuar mit ber SRobiftcation, baß man legt 
^ ftatt be« ©yponenf en k ben SBrucfc ~ fegt SJleibt aber bie gormel für ben SBerty 

S richtig, fo gilt fte aud^fftr ^, wie au« bem äJor&erge&enben Kar ift, unb fciemtt 
wäre alfo ber pofynomifd&e Se&rfafc für gebrod&ene ejponenten ewfefem 

(St ift nun nod) übrig, ju {eigen , baß bie Formel au$ für negativ SBert&e 
bet Gjrponenten gelte. 

©8 ifl: 

o i 

fo ift au* ber 8e$re t>on ber Dtoifton Kar, baß A = 7 = »* Mb allgemein: 

h, h-I H-r o 

^A + lA.. < + :A...tA = o 

ift. $terau6 folgt aber, baß: - • — 

a-= _.' t A.-,.._;A..,-*A 
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h-x h-? 



— x A r A h Ä 

— *' — ha «**• *"— ♦• ♦ — ha **• • . * — ha l ■» 



fotgfty $at man: 



fc-i h-t 



A = ((-»— h+i).JA+... + (r(-i)— li + r);A...+(-i)h.tA 
ä 

eine WeeurjtonSformel, welche mit ber für ganjc Corponenten einerlei ifl; gilt bie gor* 

r 

met aber fftr ben SBerty be$ ©rponenten — r , fo gilt fte autfr für — m , unb man 

tat ba&er, »eim allgemein C/ + 2/.f* i/t") k * u CBto i* rflt W# » oM ** 
gleichgültig ifl, ob k eine ganje ober gebrochene , popttöe ober negatibe 3afcl ijt, jur 
©erec&nung beS hten ßoefficienten biefer (gntnfafelung bie allgemeine 9?ecurfton: 



h-i h-i 



A = C t - h "+ 1 >iA + - + (rk-h+r);A ... + (kh)jA 



3 n b * p e n b e n t e* ©fftimmnn^ 

hieraus folgt aber , baß bie Goejficienten ber entroicfelten $otengen in |ebem 

gaDe, ber Crponent fep pofrtfo ober negativ, ganj ober gebrochen, au$ auf eine tmb 

biefelbe inbepenbente Sßeife gebilbet werben muffen- 

SBir fanben oben für ben hten ßoefficienten ben tnbepenbenten Äuöbrucf: 
k 

£C [<>♦.]; ijl W« k negatfo ober getrogen, fo wirb biefer 2Cu«bruc! ftnnlo«; in* 
bejfen f innen wir i&n no$ umformen, baß babei ber ©rponent, k, ni$t alt baffem 
Crponent erlernt 

SBir fanben (§. 26, ©. 89O bie allgemeine recurrirenbe 83e}ie$ung : 

*Q,..I = fc -^SjCcCq + i)..]-.- + h " (k ^a(q+i>^.+^+iW 

fefct man bartn für q ben 35ert& o, fo ifl: 



3$ut$et*ud jiefynn^ 

.1 . . 
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" vk CN.-' k-iCti..]... + i-iC[i»]..i'+. i Cti..} N 

o © • 

2>tefe gormel trictf na* ©. 90, wenn k grflfer ijj «I« h, föon bei bem htÄt ©Kebe 

h 

ob, fa, baß' h C[i.J ber lefcte &beit ber »ecutfon i|t. 

Sir wolle« nun unterfatben, wa£ biefe ©kic&üng f&'r eine, ©effolf bef6mmt, 

wem wir iebe Go*nbmation*fQrm mit ifcrer Sierfefeungäjdbl multfoliciren c b. b. wenn 

k k : •. • ' ■''.•. " 

man anjtatt k C[o..Jr J C !<>..] fcbreiben will/ 

r .... t . . 

Watt iwtyne tuft o k "* h Cl><-3 ftß«it> eine %om oV* m, fo, tajj bie 
$enmita!iop*5a$l t>on M = N fty* SBdretv ^fte ©wentt f» M mfäitUn, f* 
ipdre N S5tt..a...r, mib bte. S>crm«taticn*jaW t>on o k " r .M. wäre t- * * ••■ k 
=s k(k-i) .^(k-(r-i)). £w abe* in M nutete gleite (Elemente »or'banben 
fewt f tonen ,... unfc. ba* Drobuct, wtfc&eS barau* entftebet, al* J&ioifor ber 3abl 
k(k-i) ... (k-(r-i)) beigefugt »erben rauf, fo folgt, bag b'ieft* Dräbuct be* 
fannt fe$n muß, wenn man bie fJermutationejabl »on o k ~* M beregnen wiß. Ken» 
nen wir c» = y, fo i|t lilüLrl' =' N, 'alfo y = 'ifo.'-t? . 

SDaber ijl bie f)ermutarton*jabl ber Sonn a k " r A£ 

r>(r-i) ... X. ... 

Sebe gorm au$ o k '/ k Cfr..-]i »enh* tfe ytifibrer $er'mutotion8jabr mul* 
tiplicirt werben foH, beWmmt auf er ber Dermutationljabl, wel(be«-bie (Elemente ofcne 
bie oorgefefeten oten barbieten , nocb bcn gaetor r 



— ( 



k(k-i) ... (k-(r-l)) T _ LO* 
»(r-i) ... i "~ *f 



©ebenfen wirtm« jebe gorm »on or.~* K CEi.»] mit ibm 9>ermurarion** 
|a$( »erfeben, tmb «>btre fte alte jufamraen, 'fo .bleibt ber gemeinfcbaftlige gaetor 

k §ß, unb o k "*.N.M wir* o k "f }C[i,.] 

©an bat baber: 

}Cco..i = ÄV 1 JCCI-3+...+«. 1 -' jccf.:j.v+Ä a JC[i.j 

29 
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3jl k ätiStt «« h , fo fliegt fty bet Xuttrmf föott tei bent hfcn ©lieb« : 

k fßo k ~* }Ct*«Oi.W abet h 8 r ^ et aW k * fB »<*<&«« 8«ne bte Steige US jum 
kten ©liebe jje&et, fo werben bie ©liebet natb beut kten föon t>on fel&jt = o, weil 

k iö , u. f. ». = o iß. ÜRan brüdf t fufc ba&er für alle #<$tte genußenb auft, wenn man 

fefct. SRulttylicirt man biefen 2Cu*brucf mit x ka t " # f ^ ftt mM ba$ i, te $ Krt 
ber gefoberten fJoienj bargefieBt. 3n btefem inbepenbenten TfuSbrucfe fann man für 
k jeben 2Bert$ fegen, o&ne babuwMfe« ungereimte JJoberung ju tfrntr trab bamit ijl 
benn ber attaememe SBewei* be* 3>tf»;iomiatt*eoreiit* geft&loffen. . 

o , x a 3 

©efct man a==a=i#a, a„s=o, «so unb Jc= i, .fo »ertoanbelt 
tfcfr ba* Dotynomium in ein JBinomium, i + x , imb »otr bem tnbepenbentm 2fo** 
brutfe ifi nur ba8 bte unb legte ©lieb reell, beim ba nur erjk Gbmente twrftanben 
ftnb, fö fann nur bte bte «toffeem* eben fo }»$e Summe geben; nun ijl aber ferner 

•*-* ss i. SCD'-il == x w* & ft6 « te üt« , ßoefficient »ra '(x + x) k ijt, wie 

h . .. ' ' ' " ' - - 

oben, = k 83. . « : ■ ' i. 

3. 85- <S* werbe t>erlapgt f au« ber gorm 

2 — X -f 3X 8 — 2X* + sx* — 3X* 

bte Subicmurjel )u jiefcen, unb e* mögen bie fucäfliqeA Goefficienten n&$ ber dtu 
curfion«formel ju entwickln fepm ' 






€« ijl Ä = Va = t* 



A = ifr,*)- ai s _ 



*-a* 



A = (J-»)(-Q(M '»*) i«-.Ot3H4^'-f'( , -^tf ' 

6 

• TT ^_. _ Off 

u. f. w. Tflfo^tmait: ' ••"''■-•<. ... 



V 



SSoUfe matt bfe ttufga&e inbcpenbettt Wfen, unb j. 83. b«n britten ßoeffü 
cienten beregnen , fo ifl tiefer 

•= i.oi-.« ja«..] + q=ä^?ja«..]+Jfl^?.o»-» ;ci«..i 

wobei ficMte dUmntt o s j 9 2 ..Auf b« Stiert. 2 y .— 1, 3, *- 2, 5, — 3, 

9lun fftt 
1 

3 - . ■ 

atfo ber ftefudbte (Soefftcient: . 

* • / ' 1. a • v / 1 1. a. 3 • % ' 

==•' -'{.a* + Ja 1 U ,1?,. a* ä - |Ua* - 
toie'tih fon otert gefUnfefo.-' •'' »"•'■'•» 

'• 'SßiriT ' t>erlttn$f > tiu* x ' + x Wr SBir^ef brt 5U 
toati ft$'b«jn : trer ^eimif ottJfomer iefcitnKt', fo'ijT' ; 

*. " ** • * • * * * ' • « * • ' * * ■ • 1 

. ' • -O * ' v * .. ' ,' • • •■ * I * 

* - 



r . t ' * i * • 1 . N, i.i 



x o 



A = lA = - j 

a I 



1 l* 
«1» 



» f f • ' '1 I 

(' r 7 . t . _ * 



T - * - • . * -. ' \ 



3 .8 



- .1 



. j t B v ji »f7 






i . '< 



4 3 






A = *j- # A = U55 

it. f. »♦ TClfo ifl: 

' »effangi tAatij* S6. ben Dtirttn Coefltcientfn fnbeveriwnt fraVjußelTen, fo 



6ltfctnttr Äbfd)*itt 

♦ m * 

föon fccr <g#0Mntfotu>m 2C&kittttta fcer ©ftonttttioftefte» 



^ . 



Sttbepettbeate Be fttamuBg ber ©lieber bet QxpfintntltUffyt. - 

f&itte 9otett| r »el$e We «£auj>tflr60en im @;yonenten beftfet , $et$ t eine Grp o* 

nentialjjrijle.: ©erftfcic&en .fnb dtfo j£/v** + «*;. *-_ k 8 l - ® ir ^ 
ben uns ^tet nur mit bem einfacheren $aHe, m ber Srpenent frlo* bie einfache 
«ßauytgrftffe t#,, bepÜftiflftt* €fott maii;bp} XuSbruc! (* + a) x in eine 9te$e 
entoicfeln, fo fann biefe* nadj bem binon^if^en S^rfa^e geftyeljfjt, .aBein,, bie Steift 
wirb nadf IPotcnjen *on a fortfdjreitcn , unb bie £auptgr6ße in ben fueeefffoew (EoefFt* 
cienten enthalten; foH bie Steige naä) f)of«njen von z tegeUttfßig fortlaufen, fo tff 
no<& eine Umformung erfoberlidtK 4 

2»an $at: 
(i + a)* =i fxa + x -£zH »« ... -fc'fr-4 »>->-fr3J A > ... 

Gntwitfelt man ieben etnjefoen ßoefficienten biefer S?ei^e , baß .er ua$ fJotenjen *oa 

x fortfd)reitet, abbirt *Wbann bie fdmtltcfren entmtoelten 3fo«brfa!e jufammen, fa 

wirb man eine Steige für (i + a) x &aben, bie päd) 9>otenj«i beft Crgonenten fortlduft 

<&i ifki ■-...„• 

o . ,-i ' ' ' ' 

, ...... : ,.. .... • 



l! 






N 



= * k -C % [I..(h-I)].x h -^..+(-l)^C[I..(h-I)JxV.: v ^-(-o ,, ; 1 C£i..<Mi* 

mtf bat ganje hte ©Heb von (i + a) x ijt ba&er: 

+ (-lA.'t.HTci.iai-iH.x .• 

©e$t man in bem rten ©Hebe tief« Sietye für h-.r b«i SBerty n,. fo, bog affo 
h = n,4- r tfl, fo ffl 

\ ■ i'lf.'^.^V CEi..(a+r-i)].x» 

be tjdnge Styeil befr atcn ©liebe« ber ganje» Cntnrfrf riung wm (i + a) x r welken ba# 
hte obet n-f-rte ©lieb bet obigen- dtttye bajii beigetragen M« £a8 . frßfce jle ©Heb 
tiefer Stei&e, wel#e8 x 11 enthalten fann, tfl aber ba$, nte, fefct man ba^er fa'bie* 
fem legten ffuSbrudfe für r bie äBert&e fron o bis ju jeber unbefltmmten SBeite fort, 
unb abbirt bie Mrorcfc entfte&enberi Äu*brü<fe jufammen, fo I>at man ba$ jenige, roa* 
äffe ©liebet? ber juerfl gefnnbenen Steige ffir (i -f- a)^ ju bem nten ©Hebe beffelben 
Yttöfyucf** wenn er na$ JPoteflften t>on x forttöuft, beitragen, aber e* ifk f .,.., 

ber inbepenbente Xttfbru* für baS nte ©lieb ber Sntwfafelutfg bon (i + a)** _ 

£>a$ erfie ©Heb wirb bebeutenb einfacher, benn fegt man für a ben SBert^ 
i # fo tfl bat erfte ©tiefe na$ Um anftagiufrm ä 

* i 

L-" f V.CV3 ... + (-i)r (r P +1 !/ fI .C[i..r].^.x . 

9lun tjl aber affgemein C [u.r] = i. 2. 3...r = * folflli<t> ijl ba* rte ©lieb 

r + 'x ■ • ' 

biefe* *u*bructt = (-i)fi_r_, unb er feftjl: 
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- $♦ 68» 

0t (c'u rtirenM A3 « fff m ra u n g, 

Stennt man ber Äurje wegen ben Goefficienten M nten ©UebeJ , öfter ben, 

n 

»riebet iü x n ge$&rt,_ R , fo J&at man: 

muttipliart man tieft beiden ftefyen mit einanber, unb otbnet ba« 9robuct na<& ben 
|>otenjen ton a, fo finbrt man na$ bem Dor$erge$enben ben Goeffktenten $u a****V 

' SRutttylirirt man jebrt ©Ktb biefe* Soefpcientw t»on a D+r+, ..i«it < "J% hw 

-(nft) 

bem man aufjetfalb bet Stammet ben %attcx p beifügt, bannt bet SBetft beffelben 
rndjit ß«4nb<tt »erbe/fo »trb biefet Äuöbruif: * _ 

"' r r-i 

- (.i);^[C[i..(o + p-i)]+C [r..(n+i-2)].|.(o + r) 
...+ C [Un+r^h+l))] lji.(a+t) j+i>(h.i). # C % [l..(«Hl)l ^ (n+r)..(n+i). 

9tan fß aber: - 

C % [i"(a +r-l)] + C [i. (ntr-2)j(nfr)... + C [i..(n+r-<hfi))i(nf r). (nfr-(h-i)) 

o . r 

[i..(ii-l)](n+r)..(a + i) = C £x..(n+r)]. 

(§. 15. « -41) ' 

ÜBan finbet btinfr eine leicfrte Cetra^hing , toemt iebe« ©lieb tiefet Kecur* 

ftonJformel mit einem SSruc^e multiplicirt wirb, beffen 3d^(er == i, bejfen Kenner 

aber = bem 3nbey be« ©Hebe* + i tft, fo, baff allgemein ba* hte ©(icb ben Factor 



<£jcp*nettttatiott< 
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^; hdmmt, bag babtir* bcr 2fo*bnttf C % [i. •(■»+*)] *«i ffoctor ' A* ' tl 
angenommen &abe. 

STOan (at alfo: 

r t 






^4r.C[i..(n+r)] = CV.(»+r-x)] + .... 

. a 

i^.C['.("+KM-iMP-|-«)-(o+i'-('»-i>)...7t I C % Ci-.(n-i)](n+rJ..(n-|-i) 

2>a' nun biefer Xitöbnuf t»crfcI6e ijt, wie t>er für ton rten Soeffkienten von 
B i ... 

K.K, «ufer, baf biefct nocfr b«i Sartor (-i)*' ( "/ r) oepfct, fo folgt,, bof 

* n I ■ x 

attflemein ba« rte ©lieb wn K t K 

= (-Or - (Bt p ,+ ,) . Cn + O. CEiMCo+raa»*'* 1 

ift. SRan bat ba&m ' ; 



alfo: 



+ (-Droi+i).^^ C[i..(»+»)i."* r ?j! 



I 



unb biefer ÄuSbrutf tfi nad) bem S3orfyerj}e$enben = IC folglich tyit man unter bem 
ßoefficienten folgenbe ftecurfton: 

ober für n ten SB«t& o-i gcfcfet: , 



»ti 



K = 



n-I X 

K.K 



s- 










* 



j • 



m 



©ie&entet. 2t&f<$nftt. (Efponentfotfon. 



x Auf eben tiefe Vit »ftrbtn amf> tit yotenjen wn K reqirrfren, wenn ni$t 
in biefem SjiJbrucfe ber Efoifor n uorbanben »dre, benn e* ift:J 

: K- = k.K»- s - 

allein multtplictrt man K n mit "pi fo W man: 



;:k- = i- y K" 



"" Diefe StecurflonSformel fft aber mit jener »oBfommen fbentifö, unb man $at 
ba^er, wenn man bie Gonftante fiebrig benimmt %at: 

k Ä k: 7 = 5: 



C* ijt ba&er: 

(i+8) , = i+ Ax + 



1.2..0 



ft x « _j_ A x s 



« • • *^ 



A x 



.• •• 



l. a i. 2. 3 l. 2..r 

35er inbepenbente ttribnuf ifi jiemHcfr jufammengefefct, allein biefe recurri* 
renbe CejKmmmtjj erföeint beflo einfacher, fo, baß e8 feine ©c&wterigfeiten (aben 
fann, biefe Steige, meldte man bie Cjrponentialret'be nennt, fo weit man nrtU 
&u beregnen, wenn man erft ben erffen ßoeffidenten , A, barflefleOt 1>at, weiche« 
reicht ijt, aber, wie tut feiner Qejtalt erneuet, burcfc 92d(erung gegeben muß. 



* 
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